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Hinweis: Die Anordnung der hier genannten Begriffe folgt der Absicht, den Gebrauch der in den Veranstaltungen zur
Elektrotechnik und Technischen Mechanik verwendeten Berechnungsverfahren aktuell zu unterstutzen. Die Systematik
orientiert sich daher eher hieran, als an rein fachliche Gliederungen. Uber ein Semester hinweg soll dabei dennoch die
fachliche Systematik erkennbar bleiben.

1 Zahlenmengen

Mathematik ist die Wissenschaft von den Zahlen, von Zahlenobjekten, von z&hlbaren und nicht
zahlbaren Objekten, von deren Zusammenhangen, Strukturen und Veranderbarkeiten. Die in den
Ingenieurwissenschaften verwendeten Zahlen lassen sich bezlglich ihrer Typen in Zahlenmengen
zusammenfassen. Hier folgen einige wenige Begriffe aus der - allerdings sehr viel umfassenderen
— Mengenlehre.

Fur Mengen gilt allgemein nach Cantor folgende Definition (siehe auch dtv-Atlas zur Mathematik):

Def.: Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objek-
ten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die Objekte heiflen
Elemente der Menge.

Einige Zahlenmengen:

Name Abkir | Menge Operati
zung onen

Naturliche Zahlen N N= {1, 2, 3, 4, ...} + X

Ganze Zahlen Z Z={ .., -2, -1, 0, 1, 2, ...} + - X

Rationale Zahlen | Q Q= 2 1 0 1 2 } (allo Briich +-x/

3, 2’ , 5’ 3 (alle Briiche)

Reelle Zahlen R R=Q U {..—V2, e, m, V13, ..} +-x/
(alle rationalen und irrationalen Zahlen)

Komplexe Zahlen | C C={z:=x+iy, x€R, yeR , i=/-1 } +-x/
i ist die imaginare Einheit

Endliche Z, Zp: {01, 2, ..., p—1} +-x/

Ganzzahlmengen

Wesentliches Hilfsmittel der modernen Kryptografie
und der  Fehlerkorrekturverfahren  in  der
Datenubertragung

MOD p

Bei den reellen Zahlen sind die irrationalen Zahlen

- algebraische Zahlen, d. h. solche, die sich als reelle Lodsungen von Polynomgleichungen
mit reellen Koeffizienten ergeben, z. B. y=x* — X;,=*V2 .

+ transzendente Zahlen, die sich nicht als reelle Lésungen von Polynomgleichungen
ergeben, z. B. die Kreiszahl = , die Eulerzahl e, sin(1), 10g,(3)

Die angegebenen Operationen zwischen den Elementen der jeweiligen Zahlenmengen sind so
definiert, dass sie immer ein Element der Menge ergeben. Daher kénnen natirliche Zahlen z. B.
nur addiert und multipliziert, reelle Zahlen, komplexe Zahlen und Elemente endlicher
Ganzzahlmengen MOD p (= modulo p) jedoch addiert, multipliziert, subtrahiert und dividiert
werden. Letzteres ist eine Eigenschaft mathematischer Kdrper. In Kérpern K gelten aulerdem
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folgende Gesetze:
+ |staein Element von K, aeK , dann ist
o das Element 0 das neutrale Element bezliglich der Addition (a+0=a )
o das Element 1 das neutrale Element bezuglich der Multiplikation ( a-1=a )

o das Element a_1:amv=;— das inverse Element beziglich der Multiplikation

ainv'azd|

- Fdur alle Elemente a, b, c der Menge gilt

o das Kommutativgesetz: a+b=b+a und a-b=b-a

o das Assoziativgesetz: a+(b+c)=(a+b)+c und a:(b-c)=(ab)c
o das Links-Distributivgesetz: a(b+c)=a-b+a-c

o das Rechts-Distributivgesetz: (a+b)c=ac+b-c

Bei den endlichen Ganzzahlmengen MOD p ist die Division zunachst nicht offensichtlich. Fur Zs
gilt z. B.

2-3 MOD 5=6 MOD 5=1

Eine Zahl mit ihrem Kehrwert (= inverses Element) multipliziert ergibt 1. Also ist 3 in der Menge Zs
das inverse Element zu 2, abgekurzt

3"'=2 in Z, oder 3,=2 in Z; .

Hier schreibt man zur Vermeidung von Missverstandnissen fur das inverse Element nicht 3

Zu jedem Element auf3er der O gibt esim Zs (allgemeinim Z, ) ein Inverses. Mit
17"'=1in Z, und 47'=4 in Z,
ist die Menge komplett.

Wahrend Addition, Subtraktion und Multiplikation im Z, sich selbst erklaren, hilft bei der Division
ein kleiner Trick: Man fihrt sie auf die Multiplikation mit dem zugehorigen inversen Element
zurlck, also z. B.

(4/3) MOD Z;=(4-3')MOD 5=(4-2) MOD 5= 3
Die Bestimmung solcher modularer inverser Elemente x;,, mit (Xpny'X) MOD a = 1
«  MOD a mit a=p: Primzanhl
- MOD a mit a: beliebige Ganzzahl, aber ggT(x,a) = 1 *)

kann nach den im Hilfsblatt EA dargestellten Rechenvorschriften (= Algorithmen) erfolgen, siehe
unter www.vkfco.de . Dabei gilt

+ ggT(x,a) — groBter gemeinsamer Teiler von x und a
- Beispiele: ggT(9,12)=3 , ggT(9,13)=1

2 Zahlendarstellungen

Natlrliche und ganze Zahlen kdnnen in der
« Additionsform (eine Einheit = 1 Strich, z. B. ,Bierdeckel-Notation®, romische Zahlen)
- polyadischen, Stellwert- oder Positions-Form (z. B. Dezimalzahlen, Binarzahlen)

dargestellt werden. Die Additionsform eignet sich gut zum Addieren und Subtrahieren, nicht jedoch
fur andere Operationen. Im Weiteren wird daher nur die Positions-Form verwendet.

Im Alltag sind Zahlen in der polyadischen Form als Dezimalzahlen lblich. Die Ziffern bilden dabei
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die Koeffizienten eines Polynoms zur Basis b=10. So gilt mit den 10 Ziffern von 0, 1, ..., 9
131= 1-10°+3-10'+1-10°= 100+30+1

Die Bezeichnung ,Stellenwertsystem” oder ,polyadisches System*“ verweist darauf, dass nicht nur
der Wert der Ziffern, sondern auch deren Position innerhalb der Anordnung Bedeutung hat.

Die Zahlendarstellung ist im Gegensatz zu den Zahlenmengen willkiirlich, man kann jeden
beliebigen Wert b der naturlichen Zahlen mit beN, b>=2 als Basis verwenden. So lasst sich
131 als Zahl im Zehnersystem auch

- im Dualsystem (=Binarsystem) als 131,,= 1.2"41-2"+1 -20:128+2—i-1=1000001‘l2 ,
- im Oktalsystem als 131,,= 2-8°+3-8°=128+3=203, ,
- im Hexadezimalsystem als 131,,= 8:16'+3-16°=128+3=83,,

oder in beliebigen anderen darstellen. Die 3 letztgenannten erweisen sich in der Angewandten
Informatik als natzlich.

Hinweis: Ist die Basis b > 10, so reichen die 10 numerischen Ziffern 0, 1, ..., 9 des
Dezimalsystems nicht zur Kennzeichnung jeder Stelle aus. Man nimmt dann die 26 Buchstaben
des lateinischen Alphabets hinzu. In MATLAB kann man damit z. B. Zahlen bis zur Basis 10 + 26
= 36 angeben (was aber so gut wie nie gebraucht wird).

2.1 Umwandlung von Zahlendarstellungen

Zur Umwandlung von Ganzzahl- und Festkommazahlen aus der Dezimaldarstellung in Darstellun-
gen zu anderen Zahlenbasen gibt es einfache Verfahren.

a) Umwandlung von Ganzzahlen ny, in ng, B=2, 3, 4, ..
n,:B = Ganzzahlergebnis;, + Rest,

Ganzzahlergebnis;;, : B = Ganzzahlergebnis, + Resty

Ende, wenn Ganzzahlergebnis, ;=0 . Der Rest, istimmer ungleich 0.

Die Ziffernfolge der Zahl ng=Rest,;, Rest,_,), ..., Rest;, ist das gesuchte ns
Beispiel : ny,=23;,, B=2;,
232 =11+ 1
11:2 =5+ 1
52 =2+ 1
22 =1+ 0
1.2 =0+ 1
n,=10111,
—

b) Umwandlung von Festkommazahlen (p.9), in (p.q)s, B=2, 3, 4, ....
Der Ganzzahl-Anteil p wird gemaR a) umgewandelt.
Der Nachkomma-Anteil 9=q;, istkleiner als 1. Er wird mit B multipliziert:
X = QuyB = VK).NKp,)
Das Ergebnis besteht aus Vor- und Nachkomma-Anteil. Der Vorkomma-Anteil VK, ist die
erste Nachkomma-Ziffer der Zahl  (p.)s
Xz = NKB = VK;.NK;,; | VK, istdie zweite Nackomma-Ziffer usw.
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Wenn NK(k) = 0 wurde, ist das Ende erreicht.
Beispiel: (p.a);, = 5.375, B=2

Der Vorkomma-Anteil ergibt  5,,=101,
Nachkomma-Anteil :

X5=0z2 = 07502 = 1500  — VK, =1
Ergebnis:
5.375,, = 101.011,

—

In diesem Beispiel erhalt man eine Binarzahl mit endlich vielen Nachkommastellen. Diese
kann in einem mit zweiwertiger Logik arbeitenden Rechner (das sind praktisch alle) exakt
dargestellt werden. Der Grund liegt darin, dass der Nachkommaanteil eine endliche
Summe aus reziproken Zweierpotenzen bildet. Das ist allerdings ein Sonderfall. Fir den
Dezimalbruch 0.2 z. B. gilt das nicht. Er Iasst sich daher nicht exakt abbilden und ist einer
der drei Grunde fur die prinzipielle Ungenauigkeiten von Digitalrechnern (die anderen
beiden sind die endliche Stellenzahl und die Beschrankung auf rationale Zahlen). Man
erkennt das, wenn man etwa

(O.2~0.2«O.2-0.2)~5'5~5~5—1
berechnet. Das exakte Ergebnis ist 0, man erhalt aber einen kleinen, von 0 verschiedenen

Wert. Eventuell wird zwar auf dem Display die 0 ausgegeben, das liegt dann an einer
internen Rundung, die sich durch ein anderes Ausgabeformat ,liberlisten” [3sst.

Eine Ausnahme bieten in begrenztem Umfang bieten Programme flr symbolische
Rechnungen.

Hinweis: Ist die Basis B>10, missen entsprechend weiter Ziffernsymbole eingeflihrt wer-
den, z. B. bei B=16 fiir das Hexadezimal-System bei 10, — A, , 11, — B usw.

c) Die Umwandlung vom Binar- in das Hexadezimal-System ist deshalb besonders einfach,
weil je 4 Bits einer Hex-Ziffer entsprechen, z. B. 1011, — Bis . Flr die Umwandlung
vom Zehner- in das Hexadezimal-System hilft es daher, die Dezimalzahl zunachst in die Bi-
nardarstellung zu wandeln.

2.2 Rechenoperationen auf Daten im Binarsystem

Um Informationen in gewinschter Form darstellen, verarbeiten und verandern zu kénnen, kann
man verschiedene Operationen auf sie anwenden. Da die Einheit von Informationen das
zweiwertige Bit ist, liegt es nahe, Informationen im Binarsystem oder besser als 0/1-Folgen zu
betrachten. Zwingend ist es jedoch nicht, da man alle Informationen in beliebigen Zahlensystemen
darstellen kann, z. B. im Dreier-, Vierersystem usw. Dies ist aber nicht zweckmaRig, solange alle
Rechner mit zweiwertigen Logikbausteinen arbeiten, oder anders: Die nur zwei Zustande
verarbeiten kénnen.

Es gibt zwei Klassen, die arithmetischen Operationen, welche die vom Dezimalsystem
bekannten Rechenoperationen auf bindre Darstellungen Ubertragen, und die logischen
Operationen, welche teilweise zu weniger bekannten Ergebnissen flihren. Fir die Beispiele
werden folgende Byte-Operanden verwendet:

61,,=0011 1101
37,,=0010 0101
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e Arithmetische Operationen (stellenweise durchzufiinren mit Ubertrag = Carry-Bit)
o Addition

0011 1101
+0010 0101
0110 0010
o Subtraktion: Diese kann wie die Addition unter stellenweisem ,Borgen® eines Carry-
Bits wie im Dezimalsystem durchgefiihrt werden. Aus technischen Griinden flihrt man

sie aber lieber auf die Addition einer negativen Zahl (= Zweierkomplement) zurtick, da
man dann als interne Ausflihrung eines Rechenwerks nur die Addition bendtigt.

Das Zweierkomplement einer Zahl ist ihre Negation (= Umkehrung der 0- und 1-Bits)
mit anschlieRender Addition einer 1 (Das Einerkomplement besteht nur aus der Negati-
on).

Es gelten die Bezeichnungen: Differenz = Minuend — Subtrahend.
Fall a: Minuend und Subtrahend sind positive Zahlen, Minuend > Subtrahend
61:0—37,9=24,,

Zweierkomplement der Zahl  37,,=0010 0101

1101 1010
+0000 0001
1101 1011
Dieses Ergebnis wird nun zu 6110 addiert, der sich in diesem Fall immer ergebende
Ubertrag 1 in der hochsten Stelle (hier die zu 28 ) bleibt unberiicksichtigt. Er ist fur den
automatischen Verfahrensablauf im Rechner das Zeichen, dass es sich beim Ender-
gebnis um eine positive Zahl handelt.
0011 1101
+1101 1011
(1)0001 1000

Ergebnis: 0001 1000=+24,, Die 1 in der 9-ten Stelle bleibt unberiicksichtigt.

Fall b: Minuend und Subtrahend sind positive Zahlen, Minuend < Subtrahend.
3710_6110=_241o

Zweierkomplement der Zahl 61,,=0011 1101

1100 0010
+0000 0001
1100 0011
Dieseg Ergebnis wird nun zu 374 addiert, in diesem Fall entsteht in der héchsten Stelle
kein Ubertrag. Fir den automatischen Verfahrensablauf im Rechner ist dies das Zei-
chen, dass es sich beim Endergebnis um eine negative Zahl handelt, daher sind noch
zwei weitere Schritte erforderlich:
0010 0101
+1100 0011
1110 1000

Der Betrag der Subtraktion ist hier das Zweierkomplement dieses Ergebnisses:
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O

0001 0111
+0000 0001
0001 1000

0001 1000=24,, und muss noch mit dem negativen Vorzeichen versehen
werden.

Multiplikation (zurtckgefuhrt auf Multiplikationen mit 2 = Linksshift, siehe weiter
unten). Da das Ergebnis eine Bindrzahl mit maximal 2 -n = 16 Stellen sein kann, wird
der erste Faktor zunachst rechts mit 8 Nullen aufgefullt und dann — wie im Dezimalsys-
tem — stellenversetzt (= Linksshift) addiert, wenn der zweite Faktor eine 1 aufweist, an-
dernfalls nicht:
0000 0000 0011 1101 - 0010 0101
+0000 0000 1111 0100
+0000 0111 1010 0000

0000 1000 1101 0001
Ergebnis: 2257 4,.

Division (zurtickgefiihrt auf Divisionen durch 2 = Rechtsshift, sieche weiter unten), sie
ist die Umkehrung der Multiplikation. Geht man davon aus, dass der Dividend (= die
Zahl, die geteilt wird = 2257+, ) eine 2-Byte-Zahl, der Divisor (= die Zahl, die teilt = 37+
)eine 1-Byte-Zahl ist, so erhalt man folgende Darstellung:

0000 1000 1101 0001 = 0010 0101 = 0011 1101

—0000 0100 1010 0000

0000 0100 0011 0001

—0000 0010 0101 0000

0000 0001 1110 0001

—0000 0001 0010 1000

0000 0000 1011 1001

—0000 0000 1001 0101

0000 0000 0010 0101

—0000 0000 0010 0101

0000 0000 0000 0000

Die erste Zeile enthalt den Minuenden = 22574,. Von diesem wird in der zweiten Zeile
der Subtrahend abgezogen. Es ist der Divisor (= 37+0), der mit einer solchen Zweierpo-
tenz (hier 32:0) multipliziert wird (entspricht 5 Linksshifts), dass das Produkt (hier
11844) gerade noch kleiner als der Minuend bleibt . FUr den Quotienten rechts wird
daflir eine 1 an der Bitstelle 2° notiert, also an der Stelle 6 von rechts aus. Die
Subtraktion ergibt die dritte Zeile usw. Die Subtraktionen kdénnen dabei Uber das
Zweier-Komplement wieder auf Additionen zurtickgeflihrt werden. Da im vorliegenden
Beispiel die Division ohne Rest aufgeht, hat die letzte Zeile den Wert 0, andernfalls
bleibt ein Rest.

e Logische Operationen (werden bitweise ausgefiihrt, kein Ubertrag)

O

Negation zu X——X , alle Bit-Werte werden umgekehrt.
x = 0010 0101 —--x = 1101 1010

Exclusiv OR = XOR = Addition MOD 2 (bitweise, kein Ubertrag!), Operationszeichen
LV, pro Stelle gilt:

Bits gleich: Ergebnis 0
Bits ungleich: Ergebnis 1.
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0011 1101
XOR 0010 0101
0001 1000
o OR, Operationszeichen ,v*
Beide Bits 0: Ergebnis 0
Wenigstens ein Bit 1:  Ergebnis 1
0011 1101
v 0010 0101
0011 1101

o AND, Operationszeichen A
Wenigstens ein Bit 0: Ergebnis 0

Beide Bits 1: Ergebnis 1
0011 1101
A 0010 0101
0010 0101
o Linksshift: Jedes Bit wird um eine Stelle nach links verschoben, von rechts folgt eine 0
nach:
0011 1101

1 mal 0111 1010
2 mal 1111 0100
3 mal 1110 1000

Linksshifts werden z. B. zur Multiplikation mit Zweierpotenzen verwendet, siehe oben.
Jeder Linksshift ergibt eine Multiplikation mit 2. Aber Vorsicht: Die links herausfallen-
den Stellen sind verloren und erzeugen ein falsches Ergebnis. In Microcontrollern gibt
es besondere Abfragen, mit denen sich feststellen |Iasst, ob dies passieren wird.

o Rechtsshift: Jedes Bit wird um eine Stelle nach rechts verschoben, von links folgt eine
0 nach:
0011 1101
1 mal 0001 1110
2 mal 0000 1111
3 mal 0000 0111

Mit Rechtsshifts kdnnen z. B. Divisionen durch Zweierpotenzen erzeugt werden, Jeder
Rechtsshift ergibt eine Division durch 2. Aber: Die rechst herausfallenden Stellen er-
zeugen ungenaue Ergebnisse. Auch hierfur enthalten Microcontoller besondere Abfrag-
en, mit denen man das prifen kann.

o Linksrotation: Jedes Bit wird um eine Stelle nach links verschoben, das ganz linke Bit
wird rechts angefiigt:
0011 1101
1 mal 0111 1010
2 mal 1111 0100
3 mal 1110 1001

Im Gegensatz zum Linksshift gehen hier also keine Bits verloren.

o Rechtsrotation: Jedes Bit wird um eine Stelle nach rechts verschoben, das ganz rech-
te Bit wird links angeflugt:
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0011 1101
1 mal 1001 1110
2 mal 0100 1111
3 mal 1010 0111

Im Gegensatz zum Rechtsshift gehen hier
ebenfalls keine Bits verloren.

3 Auffrischung zu elementaren Operationen und Verfahren

Das Folgende in diesem Kapitel ist vermutlich bereits aus anderen Ausbildungseinheiten bekannt
und wird daher nur kurz wiederholt..

3.1 Losen quadratischer Gleichungen (pq-Formel, Mitternachtsformel)

2

x*+bx+c=0 — X112=—%i (%) —C
— 1 2_

ax’+bx+c=0 — X1,2:w

3.2 Behandeln von Betragsausdriicken
Regeln: [x|=+x fur x>0 , |[x|=—x fur x<0 , |[x|=0 fir x=0

Hinweis: Manchmal schreibt man zur Vereinfachung auch [x|=+x fur x=0 und

Ix|=—x fir x<0 . Der Fall [0|] wird dann entweder als +0 =0 oder -0 = 0 interpretiert. Diese
Darstellung kollidiert mit der Verwendung von +0 und -0 bei Grenzwertbetrachtungen, siehe
Kapitel 3.15, es ist also Vorsicht geboten :

+0 — soll ausdricken, wie sich ein Funktionswert f(x) entwickelt, wenn sich x dem Wert 0
von rechts nahert.

-0 — soll ausdriicken, wie sich ein Funktionswert f(x) entwickelt, wenn sich x dem Wert 0
von links nahert.

Bleiben wir bei der vereinfachten Darstellung, dann ist z. B.
|x+a|=x+a fir x+a=0, also x>a und—(x+a) fur (x+a)<0, also x<a

AuBerdem gilt:  [x-y[=[x|ly| , |§I=% und [x+y|<[x|+ly| (die Dreiecksungleichung).

3.3 Behandeln von Ungleichungen
Regeln:
x>a — x+b>a+b (Addition des gleichen Wertes auf beiden Seiten)

x>a — x-b>ab fir b>0 ,aber x-b<ab fir b<0 (Umkehrung der Relation)

3.4 Kleinstes gemeinsames Vielfache (= kgV) zweier ganzer Zahlen m,nez

Man zerlegt die Zahlen m und n in ihre Primfaktoren. Das kgV(m,n) ist dann das Produkt aller
Primfaktoren in ihrer héchsten vorkommenden Potenz. Beispiel:
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m=240=2"3.5 , n=298=2°3> — kgV(240,298)=2°3>5=1490
Haben m und n keine gemeinsamen Primfaktoren, so ist kgV(m,n)=m-n

Fur beliebige reelle Zahlen a,beR gibt es nur in Sonderfallen ein ,echtes“ kgV(a,b)<a-b
Beispiel:

a=v2 , b=2 — kgV(¥2, 2)=2 (undnicht ab ), da 2=[y2]" .

3.5 Addition und Subtraktion von rationalen Ausdruicken (Briichen).

Zur Addition und Subtraktion bringt man alle Briuche auf den gemeinsamen Nenner. Dieser ist das
kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) aller Einzelnenner oder auch das gemeinsame Vielfache
aller Nenner, wenn man es sich einfach machen will. Jeder Bruch muss dann im Zahler
entsprechend erweitert werden. Beispiele fir zwei und drei Summanden:

adf bcf ebd adf+bcf+ebd

a c_ad bc_ ad+bc a 4 4
bdf ~ bdf bdf bdf

C
b"d bd bd  bd ' b d

e_
f

Niemals: Nenner fiur sich und Zahler fir sich addieren oder subtrahieren, also niemals

+

a
b+d - Das darfab sofort nie wieder passieren!

O

roe

o |

3.6 Multiplikation und Division von rationalen Ausdriicken (Briichen)
= Multiplikation zweier oder mehrerer Briche

Es werden alle Zahler der Teilbriiche fiir sich und alle Nenner der Teilbriiche fir sich
multipliziert. Beispiel:

e_ace
f b-df

L.
d

oo

= Division zweier Briiche (Division mehrere Briiche — hintereinander ausfiihren).

Multiplikation mit dem Kehrwert. Beispiel:

ehe-ss

3.7 Potenzrechnung

oo

d

Regeln:
a"=a-a-..a (n-maliges Multiplizieren von a)
a"=— =ln (Kehrwert)
a-a-...a g
ama"=a" (Addition der Exponenten bei gleicher Basis a)

(@ =a"" (Multiplikation der Exponenten)
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(a-b|"=a"b" (Potenz eines Produktes ist Produkt der Potenzen)
a’=1
a'=a
a%:% (n-te Wurzel aus a)
a%=(%)m
0"=0
0° undefiniert !

3.8 Kompaktschreibweise fur Summen und Produkte

Wenn Summenterme in einer Summe gleichen Aufbau haben, kann man die Summe kompakt mit
Hilfe des Summenzeichens (griechisches grofRes ,Sigma“) schreiben. Der Index i durchlauft alle
ganzzahligen Werte zwischen der unteren und der oberen Grenze. Beispiel:

. i=n

f(x)=a, x"+a,_x" +....+a;-x+a, — f(x)=2 a,  x
i=0

Die Reihenfolge kann aufgrund des Kommutativgesetzes vertauscht werden.

Far Produktterme gilt Entsprechendes. Hier verwendet man das Produktzeichen (griechisches
grolies ,Pi“). Beispiel:
PO =(x=% (X=X s (X=X HX=%) = f(x)=] ] (x-x)

i=1

3.9 Polynome, Zusammenhang zwischen Nulistellen und Koeffizienten:

f
Oft verwendet man die normierte Form mit a,=1 . Durch Division f*(x)= (x) kann man

an
jedes Polynom in die normierte Form bringen.
Sind die Nullstellen x; X, ..., X, gegeben, lasst sich f(x) auch als Produkt der Linearfaktoren
schreiben:
f(x)=(x—x%):(x=x,) ... (x=x,)=] | (x—x) , siehe Kapitel 3.8. Hier ist stets a,=1

i=1

Nach Vieta gilt folgender Zusammenhang zwischen Nullstellen und Koeffizienten, (dabei das
alternierende Vorzeichen beachten):
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i=n

a, =(-1)"2.% — Summe aller Nullstellen
i=1
i=n—1,j=n,
a, =(-1)% 2 X X; — Summe aller Zweierprodukte aus allen Nullstellen
i=1,)>i
i=n—2,j=n—1,k=n
a,=(-1> 2, XX Xy — Summe aller Dreierprodukte aus allen Nullstellen

i=1, j>i,k>j

Die Darstellung weiterer Koeffizienten wird in exakter Schreibweise unubersichtlich, daher Angabe
mit Hilfe der Verbalform:

a4:(—1)4- Summe aller Viererprodukte aus allen Nullstellen

aoz(—1)”~H X=(=1)"X; Xy ... -X,
Beispiel: Gegeben sind alle Nullstellen x,=1, x,=—1, x;=2, x,=—4 des Polynoms f(x).
f(x) hat den Grad n=4. Die Koeffizienten berechnen sich als

a,=(-1)"-(1-1+2-4)=+2

a,=(—1)2[1(=1)+1-241-(=4)+(=1)-2+(-1)(—4) +2:(-4)|=-9

a,;=(—1[1:(=1)2+1-(=1)(—4) +1-2:(=4)+(-1)-2:(—4)|=-2

a,=(—1)*1(=1)-2:(—-4)]=+8

f(x)=x*+2x-9x*~2x°+8
Prifen Sie das Ergebnis mit Hilfe der Matlab- oder Scilab-Funktion roots ([....]) nach.

Und noch ein Hinweis: Eine reelle Zahl p kann als Polynom vom Grad 0 interpretiert werden:

f(x)=p-x"=p
3.10 Fakultat
n'=1-2-3-....n mit 0!=1 | (n+1)!=nl(n+1)

Beispiel: 4!=1-2.3-4=24
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3.11 Alternierende (wechselnde) Vorzeichen
Diese werden als Potenzen von (-1) dargestellt: (—-1)' firi=0,1,2,3, ....

Beispiele: (-1)°=—1 , (-1)°=+1 (siehe z. B. auch beim Wurzelsatz von Vieta).

3.12 Darstellung gerader und ungerader natlirlicher Zahlen

Gerade Zahlen sind Vielfache von 2: mMg.e=k:2 mitk=1,2, 3, ...

Ungerade Zahlen sind Vielfache von 2, vermindert oder vergroRert um 1: Mgermge=2K =1

Beispiele: 14=7-2 , 23=11-2+1

3.13 Binomialkoeffizienten

(rr;)zn.(n—ﬂ..;!(n—mﬂ):m!_(:!_m)! , mit (8):1 , (?):n | (2):1

3.14 Binomische Ausdriicke

Diese sind Sonderfalle des Wurzelsatzes von Vieta flir Polynome, welche genau eine mehrfache
Nullstelle der Vielfachheit n aufweisen:

n_ _n n n—1, n n-2 12 n 1 |n-1 n
(a+b|'=a +(1)a b+(2)a b+....+(n_1)a b" ' +b

Kompakt: (a+b)”:2(r_1).a(nn,ba

i=0 I

(a—b)":a”+(—1)1'(q)a”1.b+(—1)2~(2)a”2~b2+....+(—1)(””'(nf 1)a1-b”1+(—1)"~b”

Kompakt: (a—b)”zf (_1)i,(n).a(ni).bi

i=0

3.15 Polynomdivision

Wenn der Zahlergrad eines rationalen Polynomausdruckes gleich oder gréf3er als der Nennergrad
ist, kann man durch Ausfiihren der Division einen ganz-polynomischen (oder ganz-rationalen)
Anteil abspalten, siehe Beispiel in Kapitel 3.17 unter ,Asymptoten®.

—_— 4 4— .3 . 2— .
(x—4)" x*-4-x°+6-x 4x+1_ 3 5.2 11x-15 4+ _16

Beispiel: f(x)= v 1 v

Die Division erfolgt ahnlich der bei reellen Zahlen: Die passenden Vielfachen des Divisors (= Teiler,
Nenner) werden so lange stellengenau (= potenz-genau) vom Dividenden (= ,der zu Teilende®,
Zahler) subtrahiert, bis der Grad des Divisionsrestes kleiner als der Grad des Nennerpolynoms
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wurde. Der Rest r(x) ist dann ein ,echter” rationaler Polynomausdruck:

X - + 6Xx - 4x+ 1 :x + ‘= x> - 5x> + 11x - 15 +
X

‘g4 X3
0 - 5x°
- 5x% - 5x?
0 2 Rest=r(x)= 16
+ 1x x+1
+ 1MMx2+ 1Mx
0 - 15x
- 15x - 15

0 + 16 — Divisionsrest = Zahler von r(x)
Grenzwerte

Grenzwerte einer Funktion f(x) geben den Wert der Funktion an, wenn sich x auf dem Zahlenstrahl
beliebig

« von links oder rechts einem festen Wert a
« von links gegen +x
+ vonrechts gegen —

nahert. Eine Ubliche Schreibweise ist z. B.

inlefa (f(x)) Wert von f(x), wenn sich x von rechts beliebig dem Wert a nahert.
irie_sa (f(x)) Wert von f(x), wenn sich x von links beliebig dem Wert a nahert.
limes .

b [f(x)) Wert von f(x), wenn x von links gegen +o strebt.

!'(rie_soo (f(x)) Wert von f(x), wenn x von rechts gegen —o strebt.

3.16 Stetigkeit

Eine Funktion f(x) ist im Intervall a<x<b stetig, wenn linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert
in jedem Punkt des Intervalls Ubereinstimmt. Beispiele:

+ Polynome sind im gesamten Definitionsbereich —oco<x <400 stetig.

hat eine Unstetigkeitsstelle bei x=0 (warum?).

x| =

- Die Hyperbel -Funktion f(x)=

« Die Logarithmus-Funktion ist stetig fir 0<x<+o0

+2
+ Die rationale Polynom-Funktion f(X)=:2_1

hat die beiden Unstetigkeitstellen x==+1

(warum?).

Merkhilfe: (von Mathematikern als unscharf nicht gern gesehen ...) Stetig ist eine Funktion, wenn
man sie mit einem Stift ohne abzusetzen zeichnen kann.
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Hinweis:  Unstetigkeitsstellen  einer  Funktion sind nicht zu  verwechseln  mit
Unbestimmtheitsstellen, an denen die Funktion Uberhaupt nicht definiert ist, z. B. wie bei

f(X)=:2+_11 mit x=-1, da hier der Ausdruck f(—1)=(%) entsteht. Dieser Ausdruck

ist nicht definiert.

3.17 Nullstellen, Polstellen, Asymptoten

Nulistellen sind diejenigen Abszissenwerte x einer Funktion f(x), an denen diese den Wert 0
annimmt. Die Funktion f(x) kann eine beliebige Funktion sein, fur die f(x=a)=0 ist, es trifft also
nicht nur flr Polynomfunktionen zu.

Beispiele:  f(x)=x"+3-x+2 — f(x=—1)=0 f(x=—2)=0
f(x)=sin(x) — f(x=n)=0 |, f(x=2-71)=0
f(x)=e*-0.5 f(x=—In(0.5))=0

Aber Vorsicht: Enthalt die Funktion f(x) Nennerterme, so dirfen diese flir x=a nicht zugleich den

Wert 0 annehmen, da in diesen Fallen Unbestimmtheitstellen (%) vorliegen, welche nicht
definiert sind. Man kann versuchen, solchen Unbestimmtheitsstellen mit Hilfe der I'Hospital-Regel
einen definierten Wert zuzuweisen, siehe Kapitel 19.3.2.

_ X+1

Beispiel: f(X)—X2_1 f(X=—1)—>% — unbestimmt!

Ahnliches gilt, wenn die Funktion f(x) aus Produkten von Teilfunktionen besteht, bei denen
wenigstens ein Paar bei x = a die Werte O und « annimmt.

Beispiel: f(x)=g(x)-h(x)=(x—n)-cotan(x) — f(x=n)—0-% — unbestimmt!

Polstellen sind Werte von x=b<z*w , bei denen die Funktion f(x=b) gegen =+« I4uft.
Dann handelt es sich um Unstetigkeitsstellen (nicht verwechseln mit Unbestimmtheitsstellen).

Beispiel: f(X)=(X_3) — f(xus—3)—=— (Annaherung von links oder rechts beachten).

Asymptoten sind Funktionen g(x), denen sich eine gegebene Funktion f(x) an bestimmten Stellen
x=a oder x—z*c anndhert, ohne sie zu ,erreichen* oder zu ,schneiden“ (diese
Bezeichnungen sind zwar anschaulich, aber mathematisch unprazise), also
lim f(x)=g(x) oder lim f(x)=g(x)
Als Asymptoten-Funktionen g(x) kommen alle in Frage, welche die obige Bedingung erfiillen.
Haufig treten horizontale und/oder vertikale Asymptoten sowie Polynomfunktionen auf. Hinweis:
Taylorreihen (Kapitel 19.3.3) weisen als Polynomfunktionen eine entfernte Verwandtschaft zu
Asymptotenfunktionen g(x) auf. Im Unterschied zu diesen haben sie allerdings einen Punkt mit der
Funktion f(x) gemeinsam.

Beispiele:
2
f(X)Z X+ 4 - f(XIinks_)_4) und f(XrechtsH_4)

— der Graph von f(x) ist eine vertikale Linie bei x=-4, dabei Anndherung x von links oder rechts
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an -4 beachten.

f(x):i — f(x->—*x) — g(x)=0 , also die x-Achse.
x+4
Dabei nahert sich f(x——w) der x-Achse von ,unten“, bei f(x—+x) von ,oben*.

(x—4)*
X+1

— g(x) ist der ganz-polynomische Anteil des Divisionsergebnisses

f(x)=

16
f(x)=x>-5-x*+11 x=16+- "= — 9(x)=x*~5-x%+11-x—15

3.18 Rationale Polynomfunktionen

In der oft verwendeten normierten Darstellung sind die Koeffizienten bei den héchsten Potenzen

n

x™ im Zahler bzw. x" im Nenner gleich 1:

. X" +b* X" '.+b* x+b*, a,
f (X): 1 . = .

Die normierte Darstellung f*(x) unterscheidet sich von f(x) um einen konstanten Faktor.

Ist m=n , so kann durch Ausfuhren der Polynomdivision ein ganz-polynomischer Ausdruck
abgespalten werden. Dabei bleibt, dhnlich wie bei Brichen mit Zahlen, ein ,echter® rationaler
Polynomausdruck mit ,Zahlergrad kleiner Nennergrad® (brig. Siehe Beispiel in Kapitel 3.17 unter
~LAsymptoten*

3.19 Exponential-Funktionen

Regeln:

X

f(x)=exp(x)=e

3.20 Logarithmus-Funktionen
Regeln:

lo
|09a(X)=|og (@) (Umrechnung in verschiedene Basen a und b)
b

x-z)=log,(x)+log,(z)

(
Ioga(§)=loga(X)—loga(Z)
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|Oga(Xn ): n'loga (X)
log,(1)=0

4 Folgen und Reihen
4.1 Folgen

Folgen sind abzahlbare, endliche oder unendliche Mengen a mit Elementen & , die im
Allgemeinen ein gemeinsames Bildungsgesetz haben (aber nicht notwendig missen!). Die
Elemente sind mit dem Index i der natirlichen Zahlen gekennzeichnet, um eine Reihenfolge fest
zu legen.

Beispiele: A =25 8 11, 14.. = a, a, ..., a_q, ..a, .., i=1, 2,3, ... ()
A =-3,6 -12 24.. = a, a, ..., a4, .8, ..., i=1,2, 3, ... (I
Zwei einfache Vertreter sind

- die arithmetische Folge: Jedes Element geht aus dem Vorhergehenden durch Addition
einer Konstanten k hervor:
a, , a,=a;+k, keR | a,,=a-+k oder a=a,+(i—1)k
Beispiel: Siehe (l), hierist a;=2, k=3 .
- die geometrische Folge: Jedes Element geht aus dem Vorhergehenden durch
Multiplikation mit einer Konstanten k hervor:

a'] ) ’

a,=a,;’k, keR a,,=a-k oder ai:a1.k“‘1)
Beispiel: Siehe (Il), hierist a;=—3, k=+2 | das Vorzeichen wechselt, es ,alterniert‘.

- Der Anfangsindex muss nicht i = 1 sein, er kann beliebig gewahlt werden. Ublich sind aber
i=0 oderi =1.

Der Vertreter einer endlichen Folge mit 15 Elementen ist z. B.
- A=10, 11,12, 13 14, 15, 16, 18, 20, 22, 24, 31, 100, 121, ?

Bestimmen Sie das letzte Element selbst. Man kann es in zwei unterschiedlichen Formen
darstellen. Fur die Lésung ist das Bildungsgesetz zu ermitteln.

4.2 Folgen und rekursive Gleichungen

Die Elemente der arithmetischen und geometrischen Folge gehen auseinander durch Rekursion
hervor. Das nachste Element ergibt sich hier rekursiv immer aus dem Vorhergehenden. Die
Gleichungen

a.1=ai+k oder a,,;=a-k bendtigen also
« eine willkurliche Festlegung fir den Anfangsindex, z. B. i=0 oder i = 1 oder i = -5
- ein Startelement, z. B. a,=1 oder a,=-3 oder a_;=221

Dieses Prinzip lasst sich auf rekursive Gleichungen erweitern, bei denen flir den Start mehrere
Anfangselemente in aufsteigender Indexreihenfolge gegeben sind.
+ Eine berihmte Folge ist die Fibonacci-Folge, benannt nach leonardo Fibonacci, der damit
Anfang des 13. Jahrhunderts versuchte, das Wachstum von Tierpopulationen zu
beschreiben. Die Rekursionsgleichung ist

a=a_,+a,_,, i=2, 3,4, ..., a,=0, a,=1

Der Quotient zwei benachbarter Elemente strebt Gbrigens fur grof3e i gegen die Zahl gs des
goldenen Schnitts, eine irrationale Zahl, die in Natur und Kunst ein oft zu beobachtendes
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oder verwendetes Langenverhaltnis beschreibt:

g
gs=lim —=1.618...
i—oo di_4
+ Auch die auf dem Hilfsblatt fir den Euklidischen Algorithmus dargestellte Gleichung zur
Ermittlung modularer inverser Zahlen (zwingend erforderlich in der im Internet z. B. beim
https-Protokoll verwendeten asymmetrischen Verschlisselung) ist rekursiv.

«  Weiterhin sind rekursive Gleichungen als Differenzengleichungen zentrale Hilfsmittel der
digitalen Nachrichten- und Regelungstechnik (Abtast-Technik). So kann man etwa den
Ladevorgang an einem Kondensator zu diskreten Zeitpunkten mithilfe der
Differenzengleichung

Xy1+Cex=1 =0, 1, 2, ..., Xx,=0, O<cy<1

fir die Kondensatorspannung beschreiben. Setzen Sie z. B. ¢,=0.5 und berechnen Sie
ein Paar Werte. Zu welchem Wert strebt X, vermutlich? Versuchen Sie auch ¢,=-0.5

+ Rekursive Gleichungen gibt es aulierdem fiir komplexe Zahlen und erzeugen hiermit die
Mandelbrotmengen, die eine enge Verwandtschaft zum Verfahren der Datenkompression
mithilfe von Fraktalen aufweisen.

4.3 Reihen

Reihen sind endliche oder unendliche Summen S, von n Folgen-Elementen. Um eine Reihe
kompakt schreiben zu kénnen, benutzt man das Summenzeichen (griechischer GroRbuchstabe
»oigma‘):

i=5

S, = Y.a = a,+a,+a,+a,+a; oder
i=1

i—oow

S, = Zai = a,+a,+a;+a,+a;+ ... +a,_,+ a+ ...
i=1

Zu den beiden zuvor genannten Folgen gibt es

+ die arithmetischen Reihe. Sie wird z. B. bei bestimmten Formen der Zinsrechnung
bendtigt  und berechnet sich aus der Definition der Folge als

Ss = iai = a,+(a;+k)+(a,+2k)+ ... +(a,+(n—1)k]
i=1

= (n+1)a,+k-(1+2+3+..+(n-1)) = naﬁw

(Bitte am Beispiel (I) nachprufen)

« die geometrische Reihe. Auch sie wird u. a. bei bestimmten Formen der Zinsrechnung
bendtigt und berechnet sich aus

S a gkt
S, = ;ai = an 9
(Bitte am Beispiel (II) nachprufen).

Falls der Betrag von |k|<1 ist, konvergiert die geometrische Reihe flir n—o und hat
den Wert

S, = ;ai = 1a_1k

Es gibt eine Vielzahl weiterer endlicher und konvergierender unendlicher Reihen, Letztere mit
teilweise merkwulrdigen Ergebnissen :
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RS I Zur nah isen Berechnung der Eulerzahl &
ottt T € (Zur naherungsweisen Berechnung der Eulerzahl e )
1-14 21y =1 (Reziproke Eulerzahl

TR TR TR (Reziproke Eulerzahl)
1.1 1 7 .. .
1—§+§—7+.... =7 (Zur ndherungsweisen Berechnung von n )

Fur Rechnungen der Ingenieurtechnik werden oft unendliche Reihen - z. B. als Taylorreihen -
verwendet. Sie stellen dann Polynomfunktionen in der Variablen x dar. Damit lassen sich unter
bestimmten, oft vorliegenden Voraussetzungen andere nichtlineare Funktionen in der leichter
weiter zu verarbeitenden Polynomform darstellen, siehe Kapitel 19.3.3.

5 MATLAB (oder Scilab) als ,,Super-Taschenrechner*

Die in unserem Rahmen auszufiihrenden Berechnungen und grafischen Darstellungen kénnen
auller von Hand oder im Kopf alle mit Hilfe von Taschenrechnern gemacht werden. Das Rechnen
von Hand ist dabei eine mechanische Tatigkeit ohne Gewinn fur die eigentlich wichtigen
Erkenntnisse Uber Grundlagen und Zusammenhange der Mathematik. AuRer bei kleinen
Aufgabenumfangen, also solchen mit ,kleinen® Zahlen und wenigen Rechenoperationen, gibt es
nur ein bedeutsames Einsatzgebiet, bei dem Hand- und vor allem Kopfrechnungen eine
unschlagbare Berechtigung haben: Das Schatzen von GroRenordnungen.

Es wird dringend empfohlen, dies laufend zu trainieren. Anlasse bieten sich im Uberfluss, wenn
man seine Umgebung daraufhin betrachtet. Der Vorzug liegt darin, dass man hiermit schnell
Plausibilitatsprifungen von Rechenergebnissen erhalt. Drei kleine Beispiele:

+  Wie hoch ist etwa ein 26-stdckiges Hochhaus?

+  Wie viel Liter Wasser flieRen etwa pro Sekunde durch den Main bei normalen
Verhaltnissen?

«  Wie viel elektrische Energie in KWh verbraucht etwa eine 20-Watt-Energiesparlampe in
einem Monat bei taglich 4 Stunden Anschaltzeit?

+  Welche Gesamtkraft in Newton wirkt etwa ohne Eigenlast auf eine Briicke, wenn 12 PKW
und 3 LKW mit Hanger dartber fahren?

Fur die Ermittlung genauer Ergebnisse lasst sich dann u. a. sehr gut auch das Mathematik-Paket
MATLAB einsetzen, da es einen gewaltigen Umfang leistungsfahigster mathematischer
Funktionen und Verfahren bietet. Ausdriicklich wird aber festgestellt, dass man es im Rahmen
dieser Veranstaltung nicht bendtigt und sein Gebrauch auch kein Bestandteil von
Prifungsleistungen ist.

Alternativ kann man das MATLAB-ahnliche, kostenfrei installierbare Paket Scilab einsetzen.
Will man MATLAB Erganzung der eigenen Rechenarbeit nutzen, kann man es

an der HS AB entweder aus dem dem V-Laufwerk/Unterordner ,Programme® mit Hilfe des
dort liegenden Batch-Files aufrufen

- oder auf dem eigenen PC kostenfrei installieren (bei Interesse bitte nachfragen).

Beim Starten von MATLAB o&ffnet sich das sogenannte ,Command Window", ein Eingabefenster
fur eine aulBerordentlich gro3e Menge von Funktionen, u. a.

+ Elementare Funktionen fir Trigonometrie, Logarithmen, Potenzen, Komplexe Rechnungen
« Loésen von Gleichungen und Gleichungssystemen
+ grafische Darstellungen von Lésungsverlaufen
« Integrale und Ableitungen,
die im Rahmen der Technischen Mechanik und Elektrotechnik hilfreich sind. Zu Einzelheiten bitte
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nachfragen.

6 Trigonometrische Funktionen |

In der Ingenieurtechnik werden zur Darstellung technischer Sachverhalte sehr oft Winkelangaben
bendtigt. Daher sind hier Winkelfunktionen hilfreich. Sie werden Uber rechtwinklige Dreiecke als
Verhaltnisse der Seiten definiert.

c
a
)
b
. a
e Sinus-Funktion: sin (([)):E (Gegenkathete zu Hypothenuse)
b
e Cosinus-Funktion: COS((])):E (Ankathete zu Hypothenuse)
a
e Tangens-Funktion:  tan(o) =5 (Gegenkathete zu Ankathete)
1 b
e Cotangens-Funktion: COtan(q)):tan—((MZE (Ankathete zu Gegenkathete)

Wenn man als Einheit der Hypthenuse die ,Lange“ 1 wahlt, so erhalt man den Wert der Sinus- und
der Cosinus-Funktion  direkt als ,Lange® der
Gegenkathete oder Ankathete. Die trigonometrischen
Funktionen werden im Kapitel ??? noch ausfuhrlicher
behandelt.

7 Vektoren und Koordinatensysteme

Zahlen gemaf Kapitel 1 werden als skalare Grofien oder kurz als Skalare bezeichnet. Mit ihnen
kann man die physikalische Grofien von Temperaturen, elektrischen Spannungen, Energien oder
Leistungen bezeichnen. Sie sind durch die Angabe eines einzigen Zahlenwertes und einer
Dimension eindeutig beschrieben. Beispiele:

e 1.65 Volt (Spannung einer frischen Mignonzelle)
e 1.3 KW (elektrische Leistung einer Kochplatte)
e 21.3 Grad Celsius (Temperatur im Hdrsaal)

Fir die Kennzeichnung anderer Grolen, z. B. von Kraften und Drehmomenten, bendtigt man
dagegen mehr als eine Zahl, weil sie

e eine Norm (hier — Lange
e eine Richtung (= Winkel)
e einen Anfang

e und einen Richtungssinn

aufweisen. Solche Grélken bezeichnet man als Vektoren. Eine wenig anschauliche, aber
fur das Rechnen einfache Darstellung von Vektoren ist die in Koordinaten oder
Komponenten. Damit ist indirekt deren Norm und Richtung gegeben. Die Koordinaten
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lassen sich entweder nebeneinander in Zeilenform oder Ubereinander in Spaltenform
notieren. Wir verwenden hier ausschliellich die Spaltenform. Der Vektor a mit zwei
Komponenten a, und a, hatdann die Spaltenform

a
a

X

a=

y
Da diese Schreibweise aber viel Platz verbraucht, drehen wir die Spalte in eine Zeile, was sich mit
der Funktion ,Transponieren bewirken lasst und mit einem hochgestellten ,T“ gekennzeichnet
wird:

T T

a = [a,a,] oder a= [a,,a]
Die Komponenten sind die Abschnitte auf der x- und y -Achse eines rechtwinkligen ( =
kartesischen) x,y-Koordinatensystems:

Hierbei wird stillschweigend der Anfang in den Koordinatenursprung (0,0) gelegt und der
Richtungssinn vom Ursprung weg zeigend angenommen (Pfeilspitze). Damit sind von den vier
oben genannten Angaben nur zwei erforderlich, die beiden Komponenten der Pfeilspitze.

Die Norm kann Uber den Pythagoras, der Winkel ¢ Uber die trigonometrischen Funktionen
berechnet werden. Es ist

—s a a
||a||=\/ai+a§ , tan(¢p)=— , ¢=arctan—~
aX aX
Hinweis: In der Literatur findet man zur Kennzeichnung von Vektoren auch Darstellungen wie a
oder a . Da man skalare Grélien auch als eindimensionale Vektoren auffassen kann, verzichten
wir hier auf eine solche Kennzeichnung.

Vektoren mit zwei Komponenten sind zweidimensional, liegen also in der Ebene, z. B. in der
Zeichenebene. Allgemein gibt es aber Vektoren in beliebigen Dimensionen, wobei physikalische
Vektoren nur bis zur dritten Dimension (= Raumdimension) sinnvoll und vorstellbar sind.
Dreidimensionale Vektoren werden durch 3 Komponenten beschrieben, es kommt die
Komponente a, der z-Achse eines raumlichen Koordinatensystems dazu:

a, a,f

X! y?

a= |[a
Die Norm berechnet sich aus dem rdumlichen Pythagoras
lall=va%+a;+a;

Die Richtung muss hier Uber zwei Raumwinkel angegeben werden, die sich ebenfalls aus den
Komponenten ermitteln lassen. Dies ist aber aufwandig und wird vorerst nicht gebraucht.
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7.1 Rechenoperationen mit Vektoren
Fur zwei Vektoren
a, a,] , b=[b

X! y?

b,, b,]"

(a und b sind Spaltenvektoren!) lassen sich folgende Operationen definieren:
Addition (Subtraktion) von Vektoren:

Die Komponenten werden komponentenweise addiert (oder subtrahiert):

a,]"+[b,, b,, b,]'=[a,+b,, a,+b,, a,+b,]

a= |[a

X’

c=a+b=][a, a

X y? X
Multiplikation mit Vektoren:
Hier gibt es 5 unterschiedliche:

1 . Multiplikation eines Vektors a mit einem Skalar t (= einer Zahl)
c=t-a=[t-a,, ta,ta,]

Die Vektorkomponenten werden einzeln mit dem Skalar t multipliziert. Das Ergebnis ist der
Vektor cC , er hat die gleiche Richtung wie a , aber eine andere Norm:

lcl|=t-Vai+a;+a’

Solche Multiplikationen dienen z. B. der Beschreibung der Kraft eines hydraulisch
betriebenen Kolbens, wenn sich der Oldruck verandert, die Position des Zylinders aber fest

bleibt.
2 . Skalarmultiplikation zweier Vektoren a und b , das Operationszeichen ist der ,Mal“-
Punkt:
u=a-b= [a,, a, a,]"[b,, b, b,]'=a b,+a, b,+a,b, .

Als Ergebnis erhalt man eine Zahl (= Skalar). Eine anderer Berechnungsweg ist der aus
den beiden Normen und dem von den Vektoren eingeschlossenen Winkel:

u=|all[bll-cos ()

Wenn man u aus der oberen Gleichung bestimmt und zusatzlich die beiden Betrage
ermittelt, lasst sich der Winkel angeben:

u
p=arccos| ———
(Ilall-llbll)

Insbesondere eignet sich dieses Verfahren als einfacher Orthogonalitatstest: Wenn die
beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen, ist $=90° und u = 0. Man braucht dann
den Winkel nicht extra zu berechnen.

3 . Vektormultiplikation zweier Vektoren a und b , das Operationszeichen ist das ,Mal“-
Kreuz:

c=a x b= [a,, a,, a,]" x [b,, b,, b,

X! y?

— T T
= [a,b,~a,'b,, a,b,—a,b,, a,-b,~a-b,] = [c, c, c,]

Als Ergebnis erhalt man einen Vektor ¢ , der die Eigenschaft hat, auf den beiden
anderen senkrecht zu stehen. Fir die Norm gibt es die zur Skalarmultiplikation &hnliche
Formel

Ilcll=lla x bll=[lal|-[bl|-sin(¢)
Zusammen mit der oberen Gleichung lasst sich dies wieder nutzen, um den Winkel
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zwischen den beiden Vektoren a und b zu ermitteln. Man kann diesen
Zusammenhang aber auch fir einen Parallelitatstest nutzen. Sind beide Vektoren
parallel, so hat der Winkel den Wert ¢=0° , die Norm wird ||c||=0 und die obere
Gleichung weist in jeder Komponente eine 0 auf. Auch hier muss der Winkel nicht extra
bestimmt werden.

Vektorprodukte ergeben sich z. B. aus der Multiplikation einer Kraft mit einem Hebelarm
als Drehmomentvektor.

4 . Multiplikation eines Vektors a mit einer Matrix M , das Operationszeichen ist der ,Mal“-
Punkt:
Zur Wahrung der Ubersicht wird hier wieder ein zweidimensionaler Vektor a=[a,, ay]T
gewahlt, das Folgende gilt aber entsprechend fiir beliebige Dimensionen. Die Matrix M
ist eine quadratische Anordnung von Elementen in Zeilen und Spalten:

My My,

m21 m22

M=

Man kénnte M auch als zwei nebeneinander angeordnete Spaltenvektoren ansehen.
My My,
My My,

T

.
c=M-a= [ ]'[ax,ay] = [a,my+a,myy ax'm21+ay'm22]T: [cy, ¢y

Als Ergebnis entsteht hier wieder ein zweidimensionaler Vektor ¢ . Er hat gegenlber
a im allgemeinen eine andere Norm und eine andere Richtung, die Multiplikation mit der
Matrix M bewirkt also eine Streckung und eine Drehung von a

Hinweise:
o Ein Spaltenvektor wird immer von rechts an die Matrix multipliziert.

o Die Matrix M muss zwar immer genau so viele Spalten aufweisen, wie der Dimension
des Vektors a entspricht, sie kann aber auch mehr Zeilen haben. Als Ergebnis erhalt
man einen entsprechend hoher-dimensionalen Vektor. Auf die Bedeutung soll hier
zunachst nicht eingegangen werden.

5. Multiplikation eines Vektors mit einer speziellen Matrix = reine Drehung ohne
Normanderung:

Hat die Matrix die Form
M=|cos(a) —sin(a)
sin(a)  cos(a)
dann bewirkt die Vektor-Matrix-Multiplikation keine Streckung, sondern nur eine Drehung
um den Winkel o . Dieser Fall kommt z. B. in der Mechanik oder Elektrotechnik bei der

Drehung von Koordinatensystemen um den Ursprung vor und gestattet die Umrechnung
der Koordinaten aus dem ursprunglichen Koordinatensystem in das Neue.

7.2 Vektor-Matrix-Multiplikation zur Losung linearer Gleichungssysteme

Das Lésen von — oft linearen — Gleichungssystemen mit mehreren Unbekannten gehdrt zu den
Hauptaufgaben der Ingenieurtechnik, ist aber eigentlich rein mathematischer Natur. Wahrend bei
wenigen Unbekannten (im Allgemeinen bis zu 3) eine der 3 ,Handwege*

e Additionsverfahren
e Einsetzverfahren
e Gleichsetzverfahren
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noch mit vertretbarem Aufwand machbar ist, kommen fir eine gréRere Zahl nur noch die
Verfahren der linearen Algebra in Frage. Dabei beschrankt man sich auf das Erstellen der
physikalischen Gleichungen und das fir die Weiterverarbeitung mit einem Rechenprogramm
geeignete Anordnen. Solche Programme stehen in beschranktem Umfang in programmierbaren
Taschenrechnern, besser aber mit speziellen Paketen wie MATLAB, Mathematica, Scilab und
einigen anderen zur Verfiigung.

Am Beispiel von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten Iasst sich der Weg erlautern:

My X+My, y=b,

My X+My, y=b,
Die Komponenten des Vektors a=[x y] aus 5.4 bilden die Unbekannten, die Koeffizienten mj;
usw. sind die Elemente der Matrix M , die rechten Seiten werden zum Vektor b
zusammengefasst (Achtung — Spaltenform — Matrix steht links):
My My

.
My My | - b:[b1' bz] '

a=[x, y|' . M=

Das obige Gleichungssystem hat damit die alternative Form

Ma = [T M .[X:|: My X+myy | | by
My My | LY My X+My,ry b,
Da der Vektor a die beiden Unbekannten enthalt, muss das System nach a aufgelost werden.

Man ,dividiert* dazu beide Seiten durch die Matrix M , so, wie man es auch bei einer skalaren
Gleichung machen wiirde:

1 - 1 _
ma=b - — ma=m'ma=a=—b=m"b .
m m
Das Dividieren geschieht dabei als Multiplizieren mit dem Kehrwert oder dem inversen Element

m™. Bei Vektorgleichungen ist dies formal ebenso, man multipliziert beide Seiten mit der inversen

Matrix M~
-1 —1
M'Ma = M1 M| M Mo .[X]:[1 O].[X] = [X] — |My My by
My My, my, my|Lly] [0 1]Ly y m,, m, b,
Die Matrix [2) (1)] = E enthalt in der Hauptdiagonalen nur die Werte 1, sonst 0 und wird als

Einheitsmatrix bezeichnet. Die Multiplikation eines Vektors mit der Einheitsmatrix verandert den
Vektor also nicht. Man Uberzeuge sich davon, indem man die Multiplikation durchfihrt.

Damit ist die Losung flr die beiden unbekannten Komponenten x und y des Vektors a durch
Division von b mit der Matrix M bzw. durch Multiplikation mit der inversen Matrix M' gegeben.
Die Bezeichnung ,Division® ist bei solchen Vektorgleichungen allerdings nur im Ubertragenen Sinn
zu verstehen, da die Bestimmung der inversen Matrix M~" nach einem aufwéndigen Algorithmus
erfolgt (den das Rechenprogramm uns aber abnimmt!). Fir den Fall der obigen (2 x 2)-Matrix gibt
es immerhin einen gerade noch einfachen Weg:

1
1
M1 My —M 42 My,

my My,
My My,

My, —My,
—Myy My,

M=

Zur Erinnerung an Kapitel 7, Punkt 1: Ein gemeinsamer skalarer Faktor der Vektor- oder Matrix-
Elemente kann aus dem Vektor oder der Matrix ausgeklammert werden. Umgekehrt kann ein
skalarer Faktor in die Vektor- oder Matrix-Elemente hinein multipliziert werden.
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Bitte selbst ausprobieren, dass M™M= MM'" = E gilt. Der Nenner des skalaren
Faktors vor der rechten Matrix ist die Determinante der Matrix :

det(M) = My 1 My, =My My,

Diese Determinante kann bei bestimmten Wertekombinationen der m4; usw. auch Null werden.
Dann spricht man von einer singuldaren Matrix, die sich nicht invertiert 1asst (entspricht im
skalaren Fall der Division durch Null). Das zugeordnete Gleichungssystem hat in diesem Fall

keine eindeutige L6sung. Bei Aufgabenstellungen der Ingenieurtechnik erhalt man so etwas, wenn
man abhangige physikalische Gleichungen aufstellt. Ein Rechenprogramm wird melden, dass die
Die vollstandige Losung hat sich damit als

[X] My My,

y m21 m22

Die Losung linearer Gleichungssysteme kann man auch so interpretieren, dass sie sich als
Drehstreckung des Vektors b mit der inversen Matrix M™" ergibt.

m, —my,
—My, my,

Matrix singular ist, so dass man die Gleichungen korrigieren muss.
Cfes] 1 . |
b, M- My =Mz My, b,
ergeben.

Hinweis: Fir den Fall zweier Unbekannter ist der Aufwand fir die Vektorlosung sicher
unangemessen hoch, hier wirde man selbstverstandlich immer einen der 3 oben genannten
.Handwege“ wahle. Der entscheidende Vorteil liegt aber darin, dass dieses Verfahren formal fir
lineare Gleichungssysteme beinahe beliebiger Ordnung angewendet werden kann. Dann ist die
Aufgabe des Ingenieurs, die physikalischen Gleichungen richtig aufzustellen (was oft schwer
genug sein wird), diese in die oben gezeigte Vektor-Matrix-Form zu bringen und die Matrix M
sowie den Vektor b in das Programm einzugeben. Dieses errechnet daraufhin den gesuchten
Vektor a der Unbekannten (sofern die Matrix nicht singular ist).

.. und noch einer: Die Mathematik-Pakete akzeptieren meistens auch die direkte Eingabe der
physikalisch-technischen Gleichungen, intern bauen sie daraus die oben angegebene
Vektorgleichung auf und 16sen sie. Dadurch wird fur den ,Auftraggeber® der direkte Bezug gut
gewahrt. Bei vielen Unbekannten und dementsprechend vielen Gleichungen erhoht das allerdings
den Eingabeaufwand betrachtlich, so dass der zuvor beschriebene Weg im Allgemeinen effektiver
sein wird.

Determinanten

Im Kapitel 8 hatten wir fur das Beispiel einer (2 x 2)-Matrix eine der Funktionen auf quadratischer
Matrizen kennen gelernt, die Determinante det(M). Ihr Wert gibt als skalare GréRe Auskunft Gber
elementare Eigenschaften von M, insbesondere dariiber, ob M regular (= invertierbar) oder
singuldr (= nicht invertierbar) ist. Bei regularen Matrizen ist der Wert der Determinante

det(M)#0 , bei singuldren Matrizen det(M)=0 . Fir ein mit M verbundenes lineares
Gleichungssystem kann man z. B. durch Berechnung der Determinante also bereits Aussagen zur
Losbarkeit treffen.

Die Berechnung von Determinanten zur quadratischen (n x n)-Matrix A=M

dyp Ay dgs a,
Ay Ay Ay as,
A= ds; Qdgzp Ay as,
an1 an2 an3 ann
| |
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erfolgt Uber die Vorschrift

det(A) = >

alle Permutationen von o f y ... ®
B=2 , y=3 ,....,

k: Anzahl der Inversionen = Anzahl aller Vertauschung der Reihenfolge der zweiten Indices
einer Permutation. Es ist (-1)*

(_1)k'a1a'azﬁ'33y' - @

nw

mit oa=1 |, w=n

o ,+1“ bei gerader Anzahl der Inversionen
-~1% bei ungerader Anzahl der Inversionen

Bei n=4 gibt es unter Beibehaltung der natirlichen Reihenfolge der ersten Indices (1,2,3,4)
bei den zweiten Indices u. a. folgende Vertauschungen:

0 a;:@x333°8,, keine, k=0, da 1,2,3,4 die natlrliche Reihenfolge darstellt
° a,,:3y3'33,°3,, eine (3,2in 1,3,2,4), k=1
° a,1°8,,°a54°2,3 eine (4,4in 1,2,4,3), k=1
° Q3°8,1°834°8,, drei (3,1 und 4,2 und 3,2 in 3,1,4,2), k=3
o USW.
+ Permutationen: Alle n! (Fakultat) Anordnungen der Zahlen 1, 2, .. n

Z. B. sind bei n = 4 die ersten sechs der 4! = 24 Permutationen

© 81188537844

© 81182854843
° 811789385, 844
© 84488348y,

° Aqq@y A3y Ay

eine Inversion)

eine Inversion)

zwei Inversionen)

(

(

(zwei Inversionen)
(

o @4q°8y°A33°3,, (drei Inversionen)

Die direkte Berechnung von Hand ist nur flir Matrizen der Dimensionen (2 x 2) und (3 x 3)
zumutbar. Man erhalt bei Anwendung obiger Vorschrift:

Fir n=2

dyy Qg

= QqyrAgn—agp Ay
Ay Ay

Fur n=3 (auch als Sarrus-Regel bekannt (sprich Sarrii)

ayy 8y Ay Ay A1 843
det||a,, a,, ay Ay @y, Ay
A3y QA3 Agg ds; Az Agg

= Qayraztayy 8y a8z A58y 85— 84378y 83— 8,8y 8337 84° 838y,

Man bildet also die Summen der Produkte aller 3 Hauptdiagonal-Elemente (von links oben nach
rechts unten) und subtrahiert die Summe aller 3 Nebendiagonal-Elemente (von rechts oben nach
links unten). Etwas leichter lesbar wird das Verfahren, wenn man die ersten beiden Matrixspalten
nochmals rechts anfligt, da man dann nicht zyklisch nach links springen muss. Die Erweiterung ist
aber nur eine schematische Hilfe, keine neue Matrix.:
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ay a, a; | ay ap
8y 8y 8y | 8y ay
8y 8y 83 | 33 agy

Ubung: Man berechne nach der allgemeinen Vorschrift die Determinanten fir n = 2 und n = 3 und
vergleiche die Ergebnisse.

Insbesondere ab n 24 kdnnen einige angenehme Eigenschaften von Determinaten helfen, den
Berechnungsaufwand zu verringern:

a) Ein Nullelement bewirkt, dass die Summenterme in der Bildungsvorschrift fur die
Determinante, die dieses Element enthalten, keinen Beitrag liefern. Je mehr Null-Elemente
eine Matrix enthalt, desto einfacher wird also ihre Berechnung. Im obigen Beispiel fur n=3
z. B. fallen der dritte und sechste Summenterm weg, wenn das Element as, = 0 ist.

b) Vertauschen von Zeilen oder Spalten verandert den Wert der Determinante nicht.
c) Die Determinanten einer Matrix und ihrer Transponierten sind gleich.

d) Ein gemeinsamer Faktor in einer Zeile oder Spalte kann vor die Determinante gezogen
werden. Beispiel:

1 2 3 1 2 3
2 2 3 - 32 2 3
-3 3 3 -1 11

Damit lassen sich eventuell grof3e Zahlen vermeiden.

e) Die Addition einer mit einem beliebigen Skalar multiplizierten Zeile (oder Spalte) zu einer
anderen Zeile (oder Spalte) andert den Wert der Determinante nicht. Wegen dieser
Eigenschaft lassen sich immer Nullelemente erzeugen. Ein Beispiel:

1 2 3 1 2 3
2 2 3| —Zeile2+(-2)-Zeile1— | 0 —2 -3
-3 3 3 -3 3 3

f) Verallgemeinerung von e): Addition der Linearkombination beliebiger Zeilen zu einer
anderen Zeile andert den Wert nicht.

g) Jede Determinante lasst sich nach den Elementen einer Zeile (oder Spalte) ,entwickeln®.
Dabei entstehen Unterdeterminanten der Ordnung (n-1). Man erhalt sie, wenn man aus der
Determinante diejenige Zeile und Spalte streicht, in der das Element steht, nach dem
entwickelt werden soll und die verbleibenden Elemente als Unterdeterminante anordnet.
Beispiel:

@ Ay, Ay
_ : , A

a,, [@, a, .Die Unterdeterminante zuay ist | - .
32 33

Q31 |83 dg

@ a,, a,| .Die Unterdeterminante zu ay ist | ' a13 usw
32 33

Q31 |83 a3

Die Adjunkte A; zum Element @&; ist die dazugehdrige Unterdeterminante, versehen
mit dem Vorzeichen

+ +"Dbei gerader Summe der Indices i+j in a;
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+ =, bei ungerader Summe der Indices i+j in a;
Die Vorzeichen wechseln also wie die Felder beim Schachbrett.
Die Determinante setzt sich bei Entwicklung nach den Elementen der ersten Spalte aus 3
Termen zusammen:
a11 a12 a13
Ay 8y 8y = i
Q31 85 Ay

Ay 83| . a21,a12 Al a31,a12 aq3

dzp Az Az Ag Ay Ay

Hierbei ist das negative Vorzeichen beim zweiten Term zu beachten.

Die beschriebene Entwicklung ist fir beliebige Zeilen oder Spalten mdglich! Der Vorteil
liegt in der Kombination mit einer vorherigen Erzeugung von Nullelementen. Hat man z. B.
die beiden Elemente az und as; gemal Punkt d) zu Nullelementen gemacht, lasst sich die
Determinante aus

a11 a12 a13
3| = A

1 1
dyp Ay
] 1

a32 a33

berechnen.

Mit dem obigen Zahlenbeispiel sieht das so aus:

1 2 3 1 2 3 o _3
2 2 3 =0 -2 -3| = 1-| 9 12‘ = 3 (Probe machen!)
-3 3 3 0O 9 12

Ubung: Entwickeln Sie die vorstehende Determinante nach den Elementen der ersten Zeile.

Determinanten werden auch zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix
bendtigt, siehe Kapitel 16. Diese Angaben ermdglichen z. B. Aussagen Uber die in der
Elektrotechnik und Technischen Mechanik so bedeutenden Schwingungsformen.

7.3 Der GaufB'sche Algorithmus als Erweiterung des Additionsverfahrens

Zur LOésung umfangreicher linearer Gleichungssystem kann auch der GaufY'sche Algorithmus
verwendet werden (Algorithmus = systematische Rechenvorschrift fur Hand- und
Rechnerbearbeitung). Er baut auf dem Additionsverfahren auf, am folgenden Beispiel eines
Gleichungssystems aus 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten x, y und z lasst sich der Gedanke
erlautern.

Schritt 1: Ordnen der Gleichungen so, dass alle Unbekannten auf der linken Seite und
untereinander stehen, alle Terme ohne Unbekannten auf der rechten Seite:

() 2x-3y+3.z =—5

(I 6:x + y-2z = 14

() —x—4-.y+2-z =—16
Schritt 2: Gleichung () bleibt unverandert, zu den Gleichungen (II) und (lll) werden geeignete
Vielfache von () addiert (= Additionsverfahren), so dass in (Il) und (lll) die Terme mit x
herausfallen, also

(Ih+(1)-(=3) und (lIH)+(1)-0.5
) 2x— 3y+ 3z =-5
V) 0-x+10.y— 11.z 29
V) 0x-55y+ 35z =-18.5

(
(
(
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Schritt 3: Die Gleichungen (I) und (IV) bleiben unverandert, zur Gleichung (V) wird ein geeignetes
Vielfache von (IV) addiert, so dass in (V) der Term mit y herausfallt, also

(V)+(IV)-(0.55)

(1) 2x— 3y+ 3z =-5

(IvV) 0-x+ 10y— 11.z = 29

(VI) 0-x— 0-y—255.z =-2.55
Schritt 4: Gleichung (VI) enthalt nun nur noch die Unbekannte z und kann nach dieser aufgelost
werden:

z=1

Nach Einsetzen von z = 1 in Gleichung (IV) lasst sich diese nach y auflésen:
y=4

SchlieRlich werden z und y in (l) eingesetzt und man erhalt x=2

Das Verfahren ist fur jede Zahl von n linearen Gleichungen und n Unbekannten anwendbar. Es
geht also darum, durch Elementar-Umformungen (Additionen) schrittweise die Unbekannten so
aus den Gleichungen zu eliminieren, dass eine rechte obere Dreiecksanordnung in den
Unbekannten entsteht. Dann kann das System ruckwarts aufgeldst werden.

Hinweis: Nicht immer flihrt das Verfahren auf eine letzte Gleichung mit nur einer Unbekannten.
Dann ist das Gleichungssystem unterbestimmt, es gibt weniger unabhangige Gleichungen als
Unbekannte und das System lasst sich nicht auflésen. Dies kann man im Allgemeinen aber vorher
nicht sehen.

Insbesondere in der Messtechnik liegt oft der Fall vor, dass mehr Gleichungen vorhanden sind als
Unbekannte, was hier sogar erwiinscht ist, um den Einfluss zufalliger Messfehler verringern zu
kénnen. Solche Gleichungssysteme nennt man liberbestimmt, durch besondere MaflRnahmen
lassen sie sich l6sen. Dies gehoért zum Gebiet der Fehlerrechnung und wird spater ausfuhrlicher
betrachtet.

Rang von rechteckigen oder quadratischen Matrizen

Der Rang einer (m x n)-Matrix ist die Anzahl ihrer linear unabhangigen Zeilen (oder Spalten).
Wenn man den im vorigen Kapitel 10 beschriebenen GaulR'schen Algorithmus auf eine beliebige
rechteckige (m x n)-Matrix anwendet (— elementare Zeilenoperationen) und sich dabei Nullzeilen
ergeben, so sind diese linear von anderen Zeilen abhangig. Es gilt:

a) Falls A keine Nullmatrix, dann Rang(A)>1
b) Fir m<n ist Rang(A)<sm und Rang(A')<m

c) Fall A eine quadratisch (n x n)-Matrix und det(A)#0 , also A regular, dann ist
Rang(A)=n , andernfalls Rang(A)<n .

7.4 Spaltenvektorform und Zeilenvektorform

Die bisher verwendeten Vektoren wurden in der Spaltenform ( = (m x 1) - Matrix) geschrieben, die
Elemente (= Komponenten) stehen dabei in einer Spalte. Genauso kann man die Elemente aber in
Zeilenform ( = (1 x n) — Matrix) anordnen:

aX
a= |a,, a,, a,] istgleichwertigzu a= |a
a

y
z
Bei der Vektor-Matrix-Multiplikation ist aber zu beachten, dass
+ bei Zeilenvektordarstellung eine Matrizenmultiplikation von rechts
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- bei Spaltenvektorform jedoch von links erfolgen muss.

Bei der Vektor-Matrizen-Multiplikation ist also das bei skalaren Multiplikationen gultige
Kommutativgesetz (= Vertauschbarkeitsgesetz der Faktoren) nicht anwendbar.

Damit die Zuordnung der Vektor- und Matrizenelemente nicht verandert wird, missen in der Matrix
aullerdem die Zeilen mit den Spalten vertauscht werden. Dieser Vorgang heif3t Transposition der
Matrix, aus

M wird M'
Die Matrix M'™ hat die Bezeichnung ,transponierte Matrix“ oder Transponierte der Matrix M

Zum Beispiel wird aus

2 -3 3 2 6 -1
M=| 6 1 —2| durchTransponieren M=|_3 1 —4
-1 -4 2 3 -2 2
Damit gilt, dass
ax
[a,, a,, a,]'M gleichbedeutend zu M- a,| ist
a

Aber Vorsicht: Obwohl beide Darstellungen alternativ verwendet werden konnen, empfiehlt es
sich dringend, innerhalb eines Rechenprojektes bei der einmal gewahlten Darstellung zu bleiben.
Es besteht im allgemeinen keine Notwendigkeit, zu wechseln. Will man dies aus ,optischen®
Griinden trotzdem tun, missen die beteiligten Matrizen unbedingt transponiert werden.

Sonderfall: Bei symmetrische Matrizen (= die Elemente oberhalb und unterhalb der
Hauptdiagonalen sind symmetrisch hierzu angeordnet) ist die transponierte Matrix gleich der
urspriinglichen Matrix M = M" (warum?).

7.5 Invertieren einer quadratischen Matrix mit dem GauR-Jordan-Verfahren

Durch Fortfihrung des Gaul'schen Algorithmus I&sst sich auch die Invertierung jeder regularen (=
nicht singuldren) quadratischen Matrix erreichen. Man schreibt dazu links die Matrix M hin und
rechts daneben die Einheitsmatrix | gleicher Dimension. Dann wird durch elementare
Zeilenoperationen wie beim Gauly'schen Algorithmus unter Einbeziehung der rechten Seite links
zunachst eine rechte obere Dreiecksanordnung erzeugt, danach links noch eine reine
Diagonalmatrix mit 1-Elementen in der Hauptdiagonalen. Parallel dazu ist ,automatisch* aus der
rechten Einheitsmatrix die inverse M~' entstanden. Als Beispiel dient das Gleichungssystem aus
Kapitel 7. Da diesem Gleichungssystem eine Vektordarstellung in Spaltenform zugrunde liegt, wird
die Matrix M von links an den Vektor X der Unbekannten x, y, z

X

X= |y| heran multipliziert. Die Matrix M ist also
z
2 6 -1

M=|—-3 1 —4/| undmitder Einheitsmatrix E entsteht folgendes Schema:
3 -2 2
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2 6 -1 1 00
-3 1 -4 010
3 -2 2 0O 0 1

Nach den genannten Umformungen erhalt man:

100 |1 2 -1
0 1 0l —[10 -7 =22 , die inverse Matrix ist
0 0 1 Y23 —11 —20

1'1 2 1
|\/|‘1=a 10 -7 -22

23 -11 -20

1
Der Faktor 51 bedeutet, dass die Elemente in den 3 rechten Spalten hiermit zu multiplizieren

sind, er wurde als gemeinsamer Faktor nur der Ubersichtlichkeit wegen herausgezogen.

7.6 Sonderfall: Inverse von orthogonalen Matrizen (= Drehmatrizen)

Punkt 5 in Kapitel 7 verwies auf spezielle Matrizen, die einen Vektor im Koordinatensystem zwar
um einen Winkel o drehen, den Betrag aber unverandert lassen. Sie heilten orthogonale
Matrizen und haben die Determinante det (M)=1 (aber: Eine beliebige Matrix M mit det (M) =1 ist
nicht automatisch orthogonal).

Die Inversen zu orthogonalen Matrizen M lassen sich besonders einfach bestimmen: Es sind die
dazu transponierten Matrizen. Z. B. ist fur die Drehmatrix

—sin . 1 T in
M= C(.)S(X sina die Inverse M =M = CO.S(X siha
SIN X COS X —SINX COSX

Da Drehmatrizen in der Ingenieurtechnik bei der Drehung von Koordinatensystemen eingesetzt
werden, kann man Rulckdrehungen um den gleichen Winkel o einfach durch Multiplikation mit
der transponierten Drehmatrix durchfiihren.

7.7 Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen (LGS)

Bei LGS mit A-x=b lassen sich 5 Falle unterscheiden, die hier anhand von Beispielen dargestellt
sind:

1. Aregular (— invertierbar) und LGS inhomogen, also b;ﬁ[g]
A'X — a11 a12 . X1 — 311'X1+a12'X2 — b1
Ay x| |X; Ay Xy +ay X, b,
Das LGS hat stets eine eindeutige Lésung x=A""b (in der Technik der haufigste Fall).
Beispiel:

SIS o RN

2. Areguléar (— invertierbar) und LGS homogen, also b=[8]
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Das LGS hat nur die Trivial-Ldsung XZ[g] , da es sonst mindestens eine

widerspruchliche Gleichung enthalt (bei der Aufstellung eines solchen LGS hat man
wahrscheinlich einen Fehler gemacht).

o[ -

3. Asingular (— nicht invertierbar), LGS inhomogen, also bi[g] : Hier gibt es zwei Falle:

Die aus A und b gebildete rechteckige (n x (n+1))-Matrix C=[A|b] hat

Rang(C)=r=n . Dann ist das LGS wegen widerspriichlicher Gleichungen unlésbar
(bei der Aufstellung eines solchen LGS hat man wahrscheinlich einen Fehler
gemacht).

Beispiel:

A-X = [_13 _;Hi;]: [;] . C = [_; _; 3] ., Rang(C)=2=n

— keine Lésung da die beiden Gleichungen widerspriichlich sind.

Die aus A und b gebildete rechteckige (n x (n+1))-Matrix C=[A|b] hat

Rang(C)=r<n . Dann sind (n-r) Gleichungen linear abhangig. Es kdénnten in
diesem Fall r Unbekannte x; mit beliebigen Werten k; k, ..., k. als konstante
Werte festgelegt werden, es verblieben (n-r) Unbekannte.

Es gabe unendliche viele Lésungen. Die Ordnung des LGS wirde sich um die
Anzahl r verringern, das verbleibende LGS wiirde gemalf Fall 1) geldst. Das ist aber
im Allgemeinen unnétig, da man bei der Aufstellung des LGS eine Uberflissige
Gleichung einbezogen hatte.

Beispiel:

1 11([x 3 1 1 3
A-X el . 11— —
l—S —3] [xJ [—9] - C l—3 -3 -9
Losbar, wenn z. B.  Xx,=k, k€R gesetzt wird. Dann bleibt nur noch eine Gleichung
in X4 Qbrig:

Rang(C)=1<n

, keR

Tx,+1k=3 — x;=3—-k . Der Lésungsvektor ist X=[3;k

4. Asingular (— nicht invertierbar) und LGS homogen, also bZ[g]

Dann ist Rang(A)=r<n , das LGS enthalt r linear abhangige Zeilen. Man wahlt aus den
Unbekannten willkirlich r aus und setzt sie auf konstante Werte x,=k; x=k, ... . Nach
Einfligen in das LGS bleiben (n-r) lineare unabhangige Gleichungen ubrig, die sich gemaf
Fall 1 16sen lassen. Es gibt unendlich viele Losungen.

Beispiel:

A-X :l 1 1],[X1]: |:0:| — Rang(A)=1<2 —z B. Xx;=k — X,=—x;=—k .

Lésungsvektor: X :[_kk

-3 -3
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7.8 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wie in Kapitel 7.8 erwahnt, kann man die Multiplikation einer Matrix A mit einem Spaltenvektor x
als Drehstreckung von x auffassen. Durch A-x=b wird der Vektor x

+ in seiner Lange (=Norm) um den Faktor H gestreckt,

« um einen Winkel ¢ gedreht.

Als Ergebnis entsteht der Vektor b. Ist b bekannt und x unbekannt, so bewirkt die Lésung
x=A""b ,dass

]

« der Vektor b um den inversen Faktor W gestaucht,

« umden Winkel —¢ zuruck gedreht wird.

Zu jeder regularen (n x n)-Matrix A gibt es spezielle Vektoren x*, welche durch die Multiplikation
mit A nicht gedreht, sondern nur um einen Faktor A gestreckt werden. Da sich der
Abbildungsvektor b'=A-x auf derselben Wirkungslinie wie x* befindet, nennt man x* einen
Eigenvektor der Abbildung mit A und den Faktor A einen Eigenwert der Matrix A. Flr einen
Eigenvektor x* gilt also:

AX =rxX =AE-X
mit E als Einheitsmatrix der gleichen Dimension (n x n) wie von A.
Die Gleichung lasst sich durch Ausklammern von x* in
(A—=A-E)-x =0

umformen. Die Determinante der Matrix (A—XA-E) liefert ein Polynom p(x) in der Variablen X
. Die Nullstellen dieses Polynoms sind die Eigenwerte von A.

Beispiel: Flr

o= ol [1 311 ) e [0 0 )

p(r) = (1-1):(=3-1)=1 = X*+2h—4 = 0
Die beiden Eigenwerte sind A,=—1+v5 und *,=—1-+5

Die beiden zugehdrigen Eigenvektoren x und x™® bestimmt man aus den beiden
homogenen LGS

(A-2E)x™=0 und (A-r,E)x®=0
mit den singularen Matrizen
(A=7E) und (A-2,E) (Probe machen!)
Die LGS sind gemaR Kapitel 7, Fall 4, I6sbar. Fir A,=—1 +v5 z. B. wird das LGS

(1~(=1+15)) 1 .[gzlz[g]

1 (=3—=(=1+45))
Man setzt z. B. x"=k und erhélt aus der ersten Zeile
(1=(=14B) k41X "=0 — xV=—k-(24[5))
Der Eigenvektor zu A,=—1+V5 ist damit
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x| _ k 1
[X;(”l - [—k~(2+\/§) —(2+5)
Die Probe muss
Ax"=)x" ergeben:
1 1]4« 1 _ Kk 1+( (2+5)) | _ . [-1+V5
1 -3] |—(2+V5) (1-3(—(2++5))) 7-3V5
(also ok).
=)o) )

Entsprechend wird flr den zweiten Eigenvektor verfahren (bitte selbst durchfiihren).

Ergebnis:
m g PRI R R
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8

Einige weitere Funktionen und deren Umkehrfunktionen, Beispiel arcsin(x)
und arcos(x)

Funktionen ordnen einer unabhédngigen Variablen x den Wert y = f(x) einer abhdngigen
Variablen zu. FUr haufig gebrauchte Funktionen wie die Winkel-, Exponential- und
logarithmischen Funktionen gibt es in Formelsammlungen Wertetabellen oder bei
Taschenrechner Uber Funktionstasten aufrufbare Werte. Zu vielen Funktionen sind aul3erdem
ihre Umkehrfunktionen definiert, mit denen man aus dem bekannten Wert der abhangigen
Variablen y = f(x) die zugehdrige unabhangige Variable x bestimmen kann.

Die Umkehrfunktionen lassen sich veranschaulichen, wenn man eine grafisch gegebene
Funktion an der Winkelhalbierenden des Koordinatensystems spiegelt (gleiche Skalierung
von x- und y-Achse ist angebracht). Beispiele:
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R 3
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y =sin (x), x = arcsin (y) odery = arcsin (x) y = cos (x), x = arccos (y) oder y* = arccos (x')

Mit Hilfe dieser Definitionen lassen sich fir beliebige, auch nichtelementare Funktionen ihre
Umkehrfunktionen bestimmen.

Eine niitzliche Eigenschaft der Funktion f(x) und deren Umkehrfunktion f,(X) ist es, dass
die mit ihrer Umkehrfunktion aufgerufene Funktion das Argument x ergibt:

f[fu(x)]=x und fu[f(x)]=x
Beispiele:
eM=x In(e*)=x

arcsin(sin(x))=x sin(arcsin(x))=x
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8.1 Tigonometrische Funktionen Il und Diagramme

8.1.1 Weitere trigon. Funktionen und Umkehrfunktionen arctan(x) und arccotan(x)

Y1=Sin (x)
Y2=C0S (X)
1

0.75

0.5

0.25 =

-0.25 =

-0.5

pall =y

-0.75

-1

¥a=1g ()
10

7.5

5

25

-2.5 7

[9%]
G

-5

-75

-10

/[
/
|

¥=arctg (y3), Umkehrfunktion zu tg (x)

N =

|
[E]

|
=

P

V)

V4=Cotg (x)
10 ¢

] ERES

75 F

5

25 —

-25

-5

[N

-75

-10

o(Grad) = x(BogenmafS)-?, X = a

L
180

8.1.2 Umrechnung der Winkel von a (Grad) in x (Bogenmah)
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8.1.3 Einige trigonometrische Umformungen

_sin(a) 1 _cos(a)
tg(oc)—cos(a) cotg(oc)—w_m

sin'(c) +cos’(a)=1 , sin(a)=y1—[cos(a) , Sin(c) _tan(a)

:\/1+[tan(cx)]2

sin(2-a.)=2sin(a }-cos(a) , cos(2-a)=cos’(ct)—sin’(
sin(a+p)=sin(c)-cos(p)+cos(a)sin(p) , sin(o—p)=sin(a)-cos(p)—cos(c)-sin(p)
cos(o+p)=cos(a)-cos(B)—sin(c)-sin(B) , cos(o—p)=cos(c)-cos(B)+sin(ct)-sin(p)

sin(a)+sin([3):2~sin( 0(Tﬂﬁ)cos( oc_;ﬁ) sin (o )-sin ([5):%[cos(5a|pha—[5)—cos(a+[3)}

8.1.4 Oft gebrauchte Werte

sin(45°):sin(%)=cos(45°)=cos(

)=
sin(30°):sin(%):cos(60 °)=cos(%)= 1

tg(30°)= tg(45°)=1, tg(60°)=13

4
\/g )

8.2 Polynomiale Funktionen

Die unabhangige Variable ist mit konstanten Exponenten versehen. Die Umkehrfunktionen sind
die Wurzelfunktionen. Die Quadratwurzelfunktion ist fur negative Radikanden x im Bereich der
reellen Zahlen nicht definiert, hat aber flr positive Radikanden x zwei Aste. Beispiele:

v LY
] 5
\ :

il
2
= |/

N
/N
i
=3
T
T
.

/
/

—

o g0 O Je

-+

y=x* x=xJy y=+Vx y=x> x=¥x y'=¥x
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8.3 Exponentialfunktionen

Die unabhangige Variable tritt als Exponent zu einer konstanten Zahl auf. Die Umkehrfunktionen
sind die logarithmischen Funktionen. Beispiele:

Yy YY"

Do R
‘-a.._\_\_\_
A I

u
—
SR
-

y=e*, x=In(y), y=In(x) y=2", x=log,(y), y =log,(x)

Exponenzialfunktionen beschreiben z. B. das Spannungs-Strom-Verhalten von Halbleiterdioden in
Durchlassrichtung, den zeitlichen Ubergang einer Kondensatorentladung oder der
Magnetfeldenergie einer Spule und vieles mehr.

8.4 GauRB’'sche Normalverteilung

Von den aufierordentlich vielen Funktionen, die in der Mathematik definiert sind, werden fir die
Grundlagen der Ingenieurtechnik nur wenige gebraucht. Hierzu gehoért u. a. die
Normalverteilungsdichte-Funktion p(x), kurz auch Normalverteilung genannt. Sie gibt an, welchen
Anteil ein bestimmter Wert x einer normalverteilten Zufallsvariablen an allen Werten hat. Der
Verlauf von p(x) wird durch zwei Kenngrof3en bestimmt:

« Der Mittelwert X aller Werte
+ Die Streuung o (= sigma)

1 _(x—iz)z
p(x) = ~e 27
2Tt o
¥=p(x) ¥=p(x)
Amy ST
I f f "|lj'JII ! L I hd I f T "lp ! AN ¥
_4 _% _2 _ 203 4 4 -3 -2 1 203 4
X,=X,=X,=0, X,=1,
0,=0.2(blau), 0,=0.4(rot), o,=1.5(griin) 0,=0.2(blau)

Die Diagramme zeigen, dass bei grofden Streuungen der Anteil groRer Werte der Zufallsvariablen
wachst. Bei elektrischen Zufallssignalen mit Mittelwert 0 (= X=0 = Rauschen mit Mittelwert 0)
stellt das Quadrat der Streuung als g ein MaR fiir die elektrische Leistung dieses Rausch- oder
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Storsignals dar (siehe Angewandte Informatik, Fehlerkorrektur).

8.5 Polynomfunktionen

Polynomfunktionen setzen sich aus Summen von polynomialen Funktionen (s. Kapitel 8.2) mit
verschiedenen Exponenten zusammen. Sie dienen in der Ingenieurtechnik z. B. zur Beschreibung

- der Konturen von Konstruktionselementen
- Biegelinien belasteter Balken
- naherungsweise Ersatz fir gemessene Zusammenhange (z. B. Weg-Zeit-Diagramme).
Im einfachsten Fall liegt eine Gerade vor. Sie wird durch die Polynomfunktion ersten Grades
y=f(x)=m-x+b

gegeben und hat die beiden Parameter m und b. ,m“ bezeichnet die Steigung, b den Abschnitt auf
der y-Achse fur den Abszissenwert x = 0. Ist z. B. die Kontur eines ebenen Bauteils (eine
Metallplatte) als rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a und b gegeben, so lasst sich die
Hypothenuse als Gerade y = f(x) beschreiben, wenn man die Katheten in die Achsen legt:

¥ =Mmx +h m=-2, b=3

2_.’:
o
15
1
=

E

0.25 05 0.75 129 1.5

Dies ist etwa in der Technischen Mechanik bei der Bestimmung des Flachenschwerpunktes
dreieckformiger Bauelemente oder bei der Ermittlung der Wirkungslinie dreieckformiger
Linienlasten nltzlich. Die Steigung m berechnet sich hier als negativer Quotient der beiden
Achsabschnitte
m:_y(X—O) —_ b =_i=_2
x(y=0) x(y=0) 15

Oder: Ist eine Kontur oder ein graphisch gegebener Verlauf (Messkurve) zwar gegeben, die
Funktion aber unbekannt, so lasst sie sich naherungsweise durch eine Folge kurzer
Geradenstlcke beschreiben und somit aus dreieckformigen Anteilen mit ermittelbaren
Geradenabschnitten als Polygonzug zusammensetzen. Mit diesen Naherungen kann nun die
weitere Berechnung (Schwerpunkte und ahnliches) fort gesetzt werden. Der Anwendungsbereich
selbst dieser einfachen Polynomfunktion bietet also bereits eine beachtliche Vielseitigkeit.

Je mehr Punkte bekannt sind, desto hoheren Grades kann auch das hierzu festzulegende
Polynom sein. Bei 3 Punktepaaren (X;/Y;), (X,/Y,), (X3/y;) z. B. lassen sich die 3
Parameter a, b und c einer quadratischen Parabel

y=f(x)=a-x*+b-x+c

bestimmen. Hierzu muss ein lineares System von drei Gleichungen in den drei Unbekannten a, b,
¢ geldst werden:
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y,=a-x;+bx,+c
y,=a-X;+bx,+c
y,=a-X+bx,+c
bFl'Jerie b‘Ilaue Parabel etwa liest man die Punktepaare (-2/10), (0/4) und (2/2) ab und erhalt a=0.5,
=-2, c =4.

y=ax?+hx+c

40
TF

\

N /|

N | Y ,{

-4 -z 2 4

a0

i)
e Y

i

Das Diagramm zeigt auch die zu y=f(x)=a-x2+b-X+C gleichwertige Scheitelpunkt-
Darstellung mit den Scheitelpunkt-Koordinaten xs, ys:

(y—ys)=a:(x—xs)’

Die blaue Parabel hat z. B. die Scheitelpunkt-Koordinaten xs = 2, ys =2. Mit der Offnung a=0.5
erhalt man durch Einsetzen, Auserten und Koeffizientenvergleich

b=—2.a-xs=—2, c=ys+a-xs’=4
y=f(x)=0.5-x*~2-x+4 .
Eine allgemeine Parabel entsteht durch Drehen der Scheitelachse um den Winkel o . Dazu dient
die bereits in Punkt 5 des Kapitels 5 angesprochene Drehmatrix, die eine orthogonale

Transformation aller Parabelpunkte um den Winkel bewirkt. Die Parabelfunktion geht dabei mit den
beiden Transformationsgleichungen

x=Xx"cosa—Yy"sin«
y=x"-sina+y'cosa

in den Ausdruck

x"sina+y"cosx=a-(x"cosx—y"sina)*+b-(x"-cos x—y"sin «)+c Uber.




Dr.-Ing. Wilfried Dankmeier Fachhochschule Frankfurt am Main
Elektro- und Informationstechnik WS 2012/2013 Mathematik I1+1I

y ohne und mit Drehung
10

o0

(= 3]

Fira =2, b =0, c =0 erhalt man die im Diagramm gezeigte blaue Parabel mit dem Scheitelpunkt
im Ursprung. Die Drehung um -60° dreht die x-y-Achsen um diesen Winkel in die neuen Achsen X',
y'. Im alten x-y-Koordinatensystem erscheint daher die Parabel (rot) ebenfalls um -60° gedreht
(negativer Winkel = mathematisch im Uhrzeigersinn).

Die Parabelfunktion in x'-y'-Koordinaten lasst sich Ubrigens nicht nach y' auflésen (man versuche
es ...), sie stellt daher eine implizite Funktion in den Variablen x' und y' dar.

Nochmals zurick zu den Polynomfunktionen als Naherungsfunktionen insgesamt: Im Allgemeinen
ist es nicht angebracht, den Grad des Polynoms zu hoch zu wahlen, da sich unerwiinschte Effekte
einstellen kdnnen, die das Polynom zwar in den Punktepaaren exakt wiedergeben, dazwischen
aber stark vom erwarteten Verlauf abweichen. Dies stellt ein prinzipielles Problem der
Interpolation dar, wo man gegebene diskrete Punktepaare durch kontinuierliche Funktionen
beschreiben will.

Mit diesen Polynomfunktionen kann man in verschiedenen Richtungen weiterarbeiten. Z. B.
interessieren oft die Nullstellen, die Steigungen in bestimmten Punkten und die Extremwerte
(Maximal- und/oder Minimalwerte).

8.6 Gebrochene Funktionen

Bei der Beschreibung physikalisch technischer Zusammenhange ergeben sich haufig gebrochene
Funktionen, bei denen eine Funktion im Zahler, eine andere im Nenner eines Bruches steht.
Zahler- und Nennerfunktionen kénnen dabei Polynomfunktionen oder andere sein. Z. B. hangt die
Leistungsabgabe P einer Spannungsquelle mit der Leerlaufspannung U, und dem Innenwiderstand
Ri in folgender Weise vom angeschlossenen Lastwiderstand R, ab (Anlasser an Autobatterie):

R
:P(RL):—LZ' 2
(R+R,)

Der Graph hat folgenden Verlauf, wobei der Lastwiderstand R, den Bereich vom Wert 0
(Kurzschluss) bis gegen « (Leerlauf) durchmisst:

Px

L




Dr.-Ing. Wilfried Dankmeier

Elektro- und Informationstechnik WS 2012/2013

Fachhochschule Frankfurt am Main
Mathematik 1+l1

P(R, ) Watt

Ug = 100 %aolt, =100 Ohm
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Technisch interessiert hier u. a. der Maximalwert der am Lastwiderstand abgebbaren elektrischen
Leistung. Spater wird gezeigt, dass dieser Uber den funktionalen Zusammenhang bei R.= R =100
Ohm liegt, wie aus dem Diagramm auch zu sehen ist.

Bei anderen funktionalen Zusammenhangen sind weitere und andere Besonderheiten des
Funktionsverlaufs im Blickpunkt. So kénnen Nullstellen, Extremwerte (s. 0.), Unstetigkeits- oder
Unbestimmtheitsstellen und Asymptoten interessant sein. Ist der Verlauf durch eine geschlossene
Funktion angebbar, lassen sich hierzu in den meisten Fallen mathematisch gesicherte Antworten
geben. Das folgende Beispiel zeigt den Verlauf der Funktion

fix), Asymptote

Als Besonderheiten weist er auf:

« Bei x =1 gibt es eine senkrechte Asymptote. Nahert man sich von links an x =1, so kommt
man von positiven Funktionswerten, die immer mehr gegen +« streben. Nahert man sich
dagegen von rechts an x = 1, so kommt man von negativen Funktionswerten, die sich

immer mehr gegen -« streben.

+ Beix =0 gibt es eine Nullstelle, f(0) = 0.
« FlOr x — -~ und x — +« strebt die Funktion gegen f.ym=—X—1 , also gegen die




Dr.-Ing. Wilfried Dankmeier Fachhochschule Frankfurt am Main
Elektro- und Informationstechnik WS 2012/2013 Mathematik I1+1I

negative, rot eingezeichnete Winkelhalbierende (ohne sie je zu erreichen) . Sie ist also
ebenfalls eine Asymptote. Diese ergibt sich, wenn man den Grenzwert (= limes, siehe auch
Limes = rdmischer Grenzwall, westlich Aschaffenburg und nérdlich Frankfurt) der Funktion
y fur grolRe x-Werte bildet, nachdem man den nicht-gebrochenen Anteil durch
Polynomdivision herausgerechnet hat:
2
lim —X— = lim [ —x—1+ | =—x—1
e —x) —om (1—x)

Es gibt zwei Extremwerte, ein Minimum bei x = 0, ein Maximum bei ca. x = 2.

8.7 Kombinatorische Funktionen (Komplexionen)

Um die Anzahl aller Mdglichkeiten zur Anordnung von Objekten auf einer vorgegebenen Zahl von
Platzen zu ermitteln, sind die kombinatorischen Funktionen hilfreich. Sie spielen vor allem bei
statistischen Analysen eine wesentliche Rolle, weil sie allgemeine Aussagen zum zufalligen
Verhalten einer Menge von Objekten gestatten, wobei die Anzahl der Objekte beliebig grof3 sein
kann. Man erspart sich so das zwar mogliche, aber wegen der groRen Anzahl in endlicher Zeit
praktisch undurchfihrbare, systematische Durchspielen aller Anordnungen. Es gibt drei
hauptsachliche Fragestellungen:

Permutation: Wie oft kann man n verschiedene Objekte unterschiedlich bei Beachtung der
Reihenfolge auf n Platzen anordnen? Antwort:

x=n:(n—1)(n—=2)-...(n—(n—1)) = n! = 1-2.3-...-(n—1)-n (n-Fakultit)

Beispiel: Wie oft kann man die Zahlenkugeln 1 bis 49 beim Lotto unterschiedlich auf 49
Platze verteilen? Antwort: x= 49! =¢08281864034267560872252163321295376887552831379210240000000000 , mijt 63
Dezimalstellen eine unvorstellbar grole Anzahl, die man durch systematisches Probieren
in endlicher Zeit nicht ermitteln kénnte. Wie wirde man prinzipiell vorgehen? Man ordnet
die Kugeln in der durch die Zahlen gegebenen Reihenfolge im Kreis an. Das ist die erste
Médglichkeit. Nun vertauscht man die 1-er Kugel nacheinander mit allen restlichen 48. Damit
sind mit dieser Kugel alle n= 49 Varianten durchgespielt. Im nachsten Schritt Idsst man die
1-er Kugel auf ihrem Platz und wiederholt alles mit der 2-er Kugel. Dafur bleiben 48
Varianten usw., bis man bei Kugel 49 angelangt ist, fir die nur eine mogliche Anordnung
besteht (letzte Klammer (n-(n-1)) = 1).

AuBerdem gilt: (n+1)!'=n!-(n+1) (Haupteigenschaft der Fakultét)
und 0!=1 (Definition, also nicht fragen, ,warum“ ...)

Variation: Wie oft kann man m verschiedene Objekte unterschiedlich bei Beachtung der
Reihenfolge auf n Platzen anordnen: Antwort:
n!
x=n(n—-1)(n=2)-....(n—(m-1)) = ————
(n=1){n=2)-.n=(m=1)) = 2
Die Permutation ist also der Sonderfall der Variation fir m = n.

Kombination: Wie oft kann man m Objekte aus n Objekten unterschiedlich ohne
Beachtung ihrer Reihenfolge anordnen? Auf jeden Fall weniger oft als im vorhergehenden

Fall, namlich
w=[N )= n! _n:(n=1)-(n—m+1)
m/ (n—m)lm! 1.2-...(m—1)m

(,n Uber m“ Kombinationen)

Beispiel: Wie viele Mdglichkeiten gibt es, 6 Zahlen aus 49 zu wahlen:
.- 49\ 49-48-47-46-45-44
\6) 123456

= 13983816




Dr.-Ing. Wilfried Dankmeier Fachhochschule Frankfurt am Main
Elektro- und Informationstechnik WS 2012/2013 Mathematik I1+1I

Die Chance, 6 Richtige zu erzielen, ist also leider nicht sehr grof} ...
Besondere Falle:

(n):1 (wieder eine Definition ...)

(n)=( n ) (Symmetrie!).

m n—m

Wo werden diese Komplexionen-Funktionen gebraucht? Z. B. bei der Auswertung der binomischen
Formel

(a+b)”=(n)a”-b°+ I”)a”‘1b1+ I")a”‘z-b2+ o+
0 1 2

Die beiden Terme a und b treten beim Ausmultiplizieren als Produkte mit allen Kombinationen der
Exponenten von 0 bis n auf, wie oben zu sehen ist. Gleiche Kombinationen erscheinen dabei
jeweils so oft, wie es dem Wert der zugeordneten ,n tber n“-Funktionen entspricht, den Binomial-
Koeffizienten. Sie liegen symmetrisch zur Mitte, d. h., die beiden auReren Terme sind 1, die
beiden zweitaulleren n usw. Nach diesem Schema lasst sich das bekannte Pascalsche Dreieck
aufbauen.

a’b"

n )aybn-1+(n
n—1 n

Eine weitere Anwendung findet man in der Informatik bei der statistischen Bestimmung von
Ubertragungsfehlern auf gestérten (= verrauschten) Kanalen. Die Informationen werden z. B. als
Folgen Ubertragen, die in konstante Blocke zu je n Signal-Bits unterteilt sind (= Worter).

Wenn im Mittel pro n Signalbits eines fehlerhaft beim Empfanger eintrifft, entsteht die Frage, wie
viele Blécke im Mittel keinen Fehler haben werden, wie viele im Mittel einen Fehler aufweisen, wie
viele zwei Fehler usw. Da man die gesendeten Informationsbits durch zusatzliche Prufbits gegen
Fehler ,absichern kann, lasst sich durch solche statistischen Berechnungen die verbleibende
mittlere Restfehlerrate vorhersagen. Dies ist fir die Beurteilung der Fehlerkorrekturleistung
verschiedener Verfahren von grofder Bedeutung (ein Gebiet der Codierungstechnik).

Bei einer Blocklange von n = 7 und im Mittel einem Fehler pro 7 Bit stellt sich z. B. folgende
Fehlerverteilung ein, wenn man den Fall ,0 Fehler® als Referenzhaufigkeit auf 1 setzt:

0 Fehler: (7)=1 -mal
0
1 Fehler: (:)27 -mal, weil der eine Fehler an 7 Stellen im Block auftreten kann.

2 Fehler: (;)=21 -mal, weil 2 Fehler in 21 Kombinationen auftreten konnen

usw. Unter Berucksichtigung der mittleren Fehlerwahrscheinlichkeit p = 1/7 = 0.143 = 14.3 % pro
Bit sind dann von 100 Blécken

+ fehlerfrei (diese mussen nicht korrigiert werden)

« mit einem Fehler behaftet (diese kdnnen mit einem Verfahren zur 1-Bit-
Fehlerkorrektur fehlerfrei gemacht werden)

« mit zwei Fehlern behaftet (diese und alle weiteren waren mit diesem Verfahren nicht
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korrigierbar und gehen in die Restfehlerrate ein)
+  usw.

8.8 Betragsfunktionen

In einigen Aufgabenstellungen, z. B. in der Ingenieurtechnik, treten Funktionen auf, die aus
technisch-physikalischen Griinden prinzipiell nur positive Werte annehmen kdnnen. So ist die
Haftreibungskraft als Funktion der Normalkraft in zwei entgegengesetzten Richtungen wirksam.
Daher lautet das Haftreibungsgesetz

IFul=n-Fy .

Die Betragsstriche bedeuten, dass der in die Gleichung eingehende Wert der Haftreibungskraft
immer positiv (genau: gleich oder gréRer 0) ist. Die Behandlung solcher Aufgaben erzeugt leicht
Irritationen. Man vermeidet sie, wenn man systematisch abfragt, fur welche Bereiche Fy positiv und
fur welche Fu negativ sein wird. Fir jeden dieser beiden Falle ,Ubersetzt* man dann die Gleichung
in ihre normale Form (die dann aber auch nur fiir diesen Bereich gilt!) und arbeitet damit weiter:

F,=0: Fu=u-Fy
Fn<0: —Fy=uFy (weil bei negativem Fy, der Ausdruck -Fy positiv ist !)

Hinter Fy und Fn wirden im Allgemeinen von der jeweiligen Aufgabenstellung abhangige
Gleichgewichtsbedingung stehen.

Ein einfaches abstraktes Beispiel ist die Funktion

y=Ff(x)=[x| .

Nach dem genannten Vorgehen gilt
x=>0: y=X
x <0: y=-—X

Der Graph der Funktion besteht nun, den beiden Bereichen entsprechend, aus zwei Teilen:

y = |
=
!
=
2
.
X
-6 -4 -2 2 4 B
Die Funktion y=f(x)=|x’+2x—1| hat folgenden Graphen:
y o= 2+ 2 =1
I
VLol
VLol
\ VN
¥

6 -4 -2 2 4 6
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Hier ist der negative Teil der Parabel ,nach oben geklappt®. Die Verhaltnisse bei gebrochenen
Funktionen sind meist etwas schwerer zu Uberblicken:

y = [+ 1) =101 y = [+ 1) (=1
+H H— .
g g I' hd
= l [, = t 1/
4 X 4
[a] J \; [a]
—t ] - -
-75-92-21% 29 9 74 10 -75-92-21% 29 8 74 10

Immer hilft es aber, bei Betragsfunktionen konsequent zunachst diejenigen Bereiche flir x zu
bestimmen, bei denen der Ausdruck innerhalb der Betragsstriche positiv oder negativ wird und
dann zur ,normalen® Formulierung ohne Betrag Uberzugehen. Dieses systematische Vorgehen ist
besonders angebracht, wenn statt der Betragsgleichung eine Betragsungleichung vorliegt und die
Gultigkeitsbereiche zu bestimmen sind, die x hierfir erflllen muss. Dieses ist bei technischen
Aufgabenstellungen haufig gefragt. Z. B. ware bei der Filter-dhnlichen Funktion (kommt in der
Nachrichtentechnik vor) oben links interessant, fur welche Frequenz x der Betrag grof3er als 1 ist,
also

_ Cl(x+1)
Y—f(X)—m

Aus dem Diagramm lasst sich das ablesen, die Berechnung wird aber aufwandiger. Man
betrachtet 4 Falle:

« Fir 1<x<+o bleiben Zahler und Nenner positiv, daher gilt statt der Betragsstriche die
,2hormale“ Form
y=UFo g L xisxe1 o 220 2
(x=1)
Diese Ungleichung ist immer erfillt, aber Vorsicht: Der Giiltigkeitsbereich, fir den diese
Aussage nur zutrifft, ist x>1 !

>1

- FOr 0<x=<1 hat der Zahler einen positiven Wert, der Nenner dagegen ist negativ, die
Ungleichung muss nun so aufgelést werden:
y=l5i1L21 - X+1=—x+1 - 2x=0 ?
(—x+1)
Fur den Glltigkeitsbereich von x ist die Ungleichung auch hier immer erflllt.
« Bei —1<x<0 bleibt der Zahler weiter positiv, der Nenner negativ, die Ungleichung ist

y=* 4 L xizox+1 o 2x20

(—x+1)
und wird damit von keinem x im Giltigkeitsbereich erflllt (siehe auch Diagramm), weil
negative Zahlen sind immer kleiner als 0 sind.

« FUr —oo<X<—1 schlieRlich sind sowohl Zahler als auch Nenner negativ, die
Ungleichung wird
y:—(_x_1)21 - —X—1=—x+1 - =2>0

(—x+1)
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und ist ebenfalls nie erfullt. Als Ergebnis aus diesen 4 Unterscheidungsfallen erhalt man
also die Antwort

x>0 ,
wie es auch das Diagramm zeigt.
Frage: Welche Glltigkeitsbereiche hat die Ungleichung

2
yz%ZG , siehe auch rechtes Diagramm oben?

8.9 Modulo-Funktion und endliche Zahlenkorper

Im Kapitel 1 wurde bereits die Modulo-Funktion genannt. Sie ist flr beliebige reelle Zahlen y und
reelle ,Moduln“ x definiert, wird im allgemeinen aber nur mit ganzzahligen Werten y und
ganzzahligen positiven Moduln x = n angewendet. In dieser Form stellen sie das wesentliche
Hilfsmittel fur die Fehlerkorrektur- und Verschlisselungsverfahren der Codierungstechnik dar.

yMODn =y — i-n mit i€Z ,sodass 0 < yMOD < n—-1

Es handelt sich also um den positiven Rest der Division von y durch n. Die ganze Zahl i muss so
gewahlt werden, dass dieses Ziel erreicht wird. Beispiele:

37Mod5 = 37 — 75 = 2
-37Mod 5 = -37 + 85 =3
Bei negativen Operanden muss man also besonders aufpassen.
Fir die Modulo-Rechnung gelten folgende Regeln:
Addition:  (a+b)MOD n=[a MOD n+b MOD n]MOD n
Subtraktion: (a—b)MOD n=[a MOD n—b MOD n|MOD n
Multiplikation: (a-b)MOD n=[a MOD n-b MOD n]MOD n .

Die Modulo-Operation ist also mit Addition, Subtraktion und Multiplikation vertauschbar, sofern als
Abschluss immer eine weiter Modulo-Operationen durchgefuhrt wird. Besonders nutzlich erweist
sich das beim Potenzieren, das ja einen Sonderfall des Multiplizierens darstellt. Wenn man den
Exponenten in eine Summe von Zweipotenzen aufteilt, lassen sich nach Bestimmen des Anteils
mit dem Exponenten 1 alle weiteren Faktoren schrittweise hieraus ermitteln. Beispiel:

13" MOD 5 = 13***" MOD5 = [(13* MOD 5)-(132 MOD 5)-(13' MOD 5)| MOD5

1I3MOD 5 = 3

132MOD 5 = [(13 MOD 5)-(13 MOD 5} MOD 5 = (3-3) MOD 5 = 4

13*MOD 5 = [(132 MOD 5)-(13* MOD 5)| MOD 5 = (4-4) MOD 5 = 1
Das Gesamtergebnis ist nun das ,Modulo 5“-Produkt der Einzelergebnisse:
13" MOD 5 = 13***"" MOD5 = [(1)-(4)(3]]MOD5 = 2

Auch der letzte Schritt kann wieder in handliche Einzelpakete zerlegt werden. Der groRe Vorteil
dieses Verfahrens liegt darin, dass in jedem Zwischenschritt nur Ergebnisse < n? auftreten. Gerade
die modernen Verschlisselungsverfahren (z. B. RSA-Algorithmus) verwenden vielhundertstellige
Faktoren und Exponenten. Ohne diese Zerlegung ware die Potenzierung hier praktisch nicht
durchfiihrbar. Man stelle sich dazu nur dieses vergleichsweise winzig kleine Beispiel vor:

429 368 772%6892009
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Es hat bereits 9-mal 268 920 094 Dezimalstellen. Selbst ein starkes Mathematikpaket wie Matlab
ist hier bereits hoffnungslos Uberfordert.

Die Fehlerkorrekturverfahren der Datenibertragung spezialisieren die Module n auf Primzahlen p.
Alle Rechenoperationen

y MOD p

ergeben dann immer wieder Zahlen zwischen 0 < y MOD p < p—1 . Diese Besonderheit
verleiht den MOD p-Mengen die Eigenschaft von endlichen Zahlenkoérpern. Man bezeichnet sie
auch als Primkorper Z,. Neben Addition, Subtraktion und Multiplikation ist hier auch die Division

definiert, da es zu jedem Element a ein inverses Element a' = 3 MODp mit

(a-a”')MODp = 1 gibt.

Man kann diese inversen Elemente mithilfe des Euklidischen Algorithmus sogar fiir sehr grol3e
Primkorper recht einfach bestimmen (siehe Skript zur Angewandten Informatik und Hilfsblatt
EA.pdf).

Der Vorteil der Primkérper liegt darin, dass hiermit natzliche Ergebnisse erzielt werden kdnnen, die
mit den gewohnten reellen Zahlen nicht mdglich sind (Rechnen mit Galois-Feldern =
Galoiskorpern). Insbesondere kénnen Lésungen fir Korrekturverfahren zur Beseitigung beliebig
vieler (aber niemals aller) Fehler in einem Codewort konstruiert werden. Damit ist die Annaherung
an die Shannon-Grenze prinzipiell mdglich. Hierauf wird aber in diesem Zusammenhang nicht

weiter eingegangen.
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9 Differenzieren (= Ableiten) von Funktionen)

9.1 Ein paar Grundlagen

In vielen Aufgabenstellungen der Ingenieurtechnik ist nicht nur der Verlauf einer Funktion, sondern
auch das Verhalten fir bestimmte Werte der unabhangigen Veranderlichen interessant. So gibt die
Weg-Zeit-Funktion einer bewegten Masse (ein Werkzeugschlitten einer CNC-Fertigungsmaschine,
ein Fahrzeug usw.) Uber einen endlichen Zeitraum t, und s(t=0) =0 mit

v s(t,)
a

a

zwar die Durchschnittsgeschwindigkeit fir t = 0 bis t = t, an, sagt aber nichts — oder nicht sehr viel
- Uber die Momentangeschwindigkeit v(t) der Masse zu einzelnen Zeitpunkten aus. Diese kann

temporar kleiner oder grof3er als V, sein, wie im folgenden Diagramm dargestellt:

bit)=s"1t) [S—”;]. w(l= 5'[U[%].

1 | ]

}

1.§ |
1
0.5
S ts]
0.5

1
F

Der grine Verlauf ist der Weg s(t), das blaue Diagramm die temporare (= momentane)
Geschwindigkeit v(t), der rote die Beschleunigung b(t). Die Durchschnittsgeschwindigkeit betragt

V=183 _ o.mlm] ,
3 S

die momentane Geschwindigkeit liegt zwischen 0 und 1 m/s, die momentan Beschleunigung
zwischen 1 und -1 m/s?.

Anderungen der Geschwindigkeit gehen Uber die Beschleunigung b(t) in die Beschleunigungs-
oder Bremskrafte der bewegten Masse ein und sind daher fir die bendtigte Starke der Antriebe
und die Materialfestigkeit ausschlaggebend (hohe Beschleunigungen erfordern starke Antriebe und
hohe Materialfestigkeiten — hohe Kosten).

Wie kénnen nun bei gegebenem Verlauf des Weges Uber der Zeit s(t) die momentanen
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ermittelt werden? Man berechnet den Tangens des
Neigungswinkels derjenigen Geraden, die s(t) in einem beliebigen Punkt t berlhrt,ohne sie zu
schneiden.

Mathematisch geht dieser Wert aus folgender Grenzwertbetrachtung hervor: Eine Gerade wird
so in den grafischen Verlauf von s(t) gelegt, dass sie diesen zunachst in zwei benachbarten
Punkten s(t.) und s(t,) schneidet. Die Steigung dieser Geraden berechnet sich aus dem Quotienten

o _S(ty)-s(t,)
. tb_tb ’

ist also ebenfalls eine Durchschnittsgeschwindigkeit. Hier ist t. = 0.7 sec, t,= 1.5 sec
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Wegen der Differenzbildung in Zahler und Nenner wird dieser Quotient auch als
Differenzenquotient bezeichnet - siehe linkes Diagramm:
g _As
ba A t
Schiebt man den rechten Schnittpunkt immer weiter an den linken heran (t, — t.), ohne ihn aber je
zu erreichen, schneidet die Gerade schlie3lich den Graphen von s(t) nicht mehr, sondern berihrt

ihn nur noch in t,, siehe rechtes Diagramm, der Differenzenquotient geht in den — symbolischen —
Differenzialquotienten

= v(t) = s'(t)

Uber und heil3t Ableitung s ,nach® t. Im rechten Diagramm hat die berihrende Gerade zum
Zeitpunkt t,=0.7 sec die Steigung bzw. den Neigungswinkel

tgae=0.17 - «=9.7°

Fur einige der Elementarfunktionen ist die Ableitung selbst wieder eine Elementarfunktion. Z. B. gilt
fur den Differenzenquotienten der Sinusfunktion unter Verwendung trigonometrischer
Umformungen aus Kapitel 8.1.3

Ax—0:  sin'(x) = lim sin(x+Ax)—sin(x):"m sin(x)-cos(Ax)+sin(Ax)-cos(x)

A X A X

mit cos(Ax)— 1
sin(Ax)— AX (mithilfe einer Taylorreihenentwicklung, siehe Kapitel 2?2, um den
Punkt Ax— 0
sin(x)-cos(Ax)+sin(Ax)-cos(x)
AX

Mathematische Formelsammlungen, siehe Kapitel 18, enthalten die oft gebrauchten Ableitungen
der Elementarfunktionen, hier eine kleine Auswahl:

Ax—0: sin'(x) = lim

= cos(x)

y=a y'=0 , (aist eine beliebige reelle, konstante Zahl)
y: aX y ':a
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y=x" y'=n-x""" (nisteine beliebige reelle Zahl, nicht nur ganzzahlig)
y=e* o
y=a" y'=a“In(a)
y=In(x) y'=>
1
y=log,(x) y'=log,(e)
y=sin(x) y'=cos(x)
y=cos(x) y'=—sin(x)
. 1
y=tan(x] Y = eos(x)?
. 1
y=cotan(x) Y Z_W
— i — 1
y=arcsin(x) y'= T
. 1
y=arccos(x) y'=-— >
1—x

9.2 Regeln zum Differenzieren zusammengesetzter Funktionen

Mit einigen wenigen Rechenregeln kdnnen auch zusammengesetzte Funktionen oft auf einfachem
Wege differenziert werden, dabei gilt u = u(x) und v = v(x):

y=a: y'=0

y=aXx: y'=a

+ Die Ableitung eines Summenausdrucks ist die Summe der Ableitungen der Summanden:
y=Ff(x)+g(x)+h(x): y'=f'(x)+g'(x)+h'(x)

+  Produktregel:
y=u-v: y'=u"v+u-v'

+ Die Ableitung von Konstanten ist O:
« Konstante Faktoren in Produkten bleiben unverandert:

Quotient ’ _u o, _uv-uVv'
. uotientenregel: y v y V2
: N 1.,V
« Quotientenregel (Sonderfall fur u =1): y=v: y =—?

+ Kettenregel (hier fur 3 Verschachtelungen):
y="Ff(u(v(x))): y'=f(u(v(x)))-u'(v(x))v'

Kommt die Variable x als Exponent vor, hilft ein , Trick“: Das Argument x bleibt unverandert, wenn
man es in eine Funktion einbettet und darauf die Umkehrfunktion anwendet, z. B.:
x =asin(sin(x))

X:eln(x)
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Angewendet auf y=a‘ und Gebrauch der Rechenregel fur Logarithmen, siehe Kapitel ??7?, erhalt
man Uber die Kettenregel:

yzaxzeln(ax)zex-ln(a) N y|:ex»ln(a).|n(a) _ ax_ln(a)
Fir y=x* :

X1

y=x*=e" gt y'=ex"”(x)-(1~ln(x)+7 = x*(In(x)+1) (mit Produktregel).

9.3 Anwendungen des Differenzierens

9.3.1 Bestimmung von Extremwerten

Ableitungen werden in der Ingenieurtechnik in vielfaltiger Weise gebraucht. Eine Anwendung ist z.
B. die Bestimmung von Extremwerten bei Funktionen. Extremwerte von differenzierbaren
Funktionen liegen an den Stellen vor, bei denen der Wert der Ableitung O ist. Die berUhrende
Gerade hat hier die Steigung 0. Die Funktion

y=x"-2:x*~3-x—1

y=® — 2 % +1

; /
4 I,

3

]
42 Ha

hat den Graphen

Die beiden Extremstellen lassen sich entweder aus den Nullstellen der Ableitung
y' = 3x°~4x—1 =0

berechnen oder aus dem Diagramm als ca. x,=—0.2 | x,=1.5 ablesen.

AuRerdem muss noch ermittelt werden, welcher Extremwert ein Minimum und welcher ein
Maximum darstellt — und welcher Funktionswert dahinter steht. Wiederum gibt im vorliegenden Fall
das Diagramm unmittelbar dartber Auskunft. Will man eine rechnerische Antwort finden, ermittelt
man den Wert der zweiten Ableitung an den Extremstellen x; :

y'" = 6x—4
Es sind 3 Falle mdglich:
- Fall y"(x;) > 0: Minimum, der Graph ist nach oben konkav gekrummt (,Vase richtig®)
« Fall y"(x) < 0: Maximum, der Graph ist nach unten konkav gekrimmt (,, Vase verkehrt®)
« Fall y"(x) = 0: Hier liegen mehrfache Extremwerte vor. Ein Beispiel ist die kubische Parabel
y = x> mit y' = 3.x* .y hateine doppelte Nullstelle bei x = 0.
Die zweite Ableitung ist

y'" = 6-x , fir x = 0 kann also hier nicht entschieden werden, ob ein Minimum oder
Maximum vorliegt. Dann muss nochmals abgeleitet werden:
y'" = 6 , der Wert ist nun positiv, es liegt ein Minimum vor.

Bei
y = x* muss man entsprechend 4-mal ableiten, ehe man zu einer verwertbaren
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Aussage kommt:
y'"'" = 24 | auch hier ist der Wert positiv, so dass ein Minimum gegeben ist.

Doppelte Nullstellen der ersten Ableitung identifizieren einen Sattelpunkt, hier wechselt die
Konkavitat (= Krimmung) des Graphen nach oben oder unten. Aber Vorsicht: Bei mehr als
zweifachen Nullstellen muss der Funktionsverlauf genauer untersucht werden, eine Aussage Uber
den Charakter der Extremstelle erfordert die Einbeziehung héherer Ableitungen.
Ein weiteres einfaches Beispiel ist gegeben, wenn man die Maximalleistung an einem ohmschen
Widerstand R, ermitteln will, der an einer Spannungsquelle mit dem Innenwiderstand R; betrieben
wird, siehe Kapitel 7?7 :
R
P.=P(R, )J=————.?
R, ( L) (Ri+RL)2 0

Der Extremwert ergibt sich durch Anwendung der Quotientenregel aus:

dPRL:(Ri+RL)2_2(Ri+RL)'RL'U2 -0

dRL (Ri+RL)4 ’
Gebrochene Ausdricke sind 0, wenn der Zahler 0 ist (und nicht zugleich der Nenner den Wert 0
annimmt). Daraus folgt hier

R.=R, .

9.3.2 Beseitigung von Unbestimmtheitsstellen (I'Hospital-Regel)

Bei einer Reihe von gebrochenen oder auch anderen Funktionen gibt es Werte der unabhangigen
Variablen x, fur die unbestimmte Ausdriicke der Form

. %,%,O-w,oo—oo
. Ooo’ooo,1oo

entstehen. Falls diese Funktionen in denjenigen Intervallen, in denen diese Unbestimmtheitstellen
liegen, beliebig differenzierbar sind, kann man durch Anwendung der Regel von I'Hospital auch
die Unbestimmtheitsstellen mit einem definierten Wert belegen. Damit werden die Funktionen
durchgehend bestimmt gemacht.

0
Unbestimmtheitsstellen der gebrochenen ersten 4 Formen lassen sich immer auf Ausdriicke 0

oder & zuriickfiihren. Danach werden Z&hler und Nenner jeweils fiir sich abgeleitet, in das
Ergebnis wird die unabhangige Variable x eingesetzt. Falls das Ergebnis bestimmt ist, kann man
dieses verwenden, wenn nicht, wird nochmals abgeleitet usw. Ein Beispiel: Die Funktion

sin(x
y:A (kommt in der Nachrichtentechnik vor)

nimmt fir x = 0 den unbestimmten Ausdruck % an. Zahler und Nenner sind uberall

differenzierbar. Daher wird der Grenzwert

sin(x) im cos(x)

—— ——
x—0 x—0

lim
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Sieht man sich den Graphen an,

E;\A )
L

qn on EI‘I
]

ila

[
]

/
T —

y \\%_/gr *
so erscheint die Definition y(0) = 1 folgerichtig, da die Funktion sowohl von links als auch von
rechts gegen diesen gemeinsamen Wert strebt. Ein weiteres Beispiel: Die Funktion

In|cos(2(x—2))
2 . . N 0
= )] nimmt fur X=-—= den Ausdruck — an.

_!:']_L'l
D il
dn cn

In[cos(x—l 2 0

2
Hier missen Zahler und Nenner zweimal differenziert werden, man erhéalt den Wert 4.

9.3.3 Reihenentwicklungen (Potenzreihen, Taylor-Reihen)

Bei der Verarbeitung von mathematisch-technischen Ausdriicken (Gleichgewichtsbedingungen,
Lésungen von Gleichungssystemen usw.) entstehen haufig nichtlineare oder transzendente
Anteile, mit denen sich nur mit Mihe weiter rechnen lasst. Hier hilft es dann oft erheblich, den
Ausdruck um einen interessierenden Wert x = a der unabhangigen Variablen herum durch ein
Polynom in x zu beschreiben — wenn dies geht. Im Extremfall verwendet man von diesem Polynom
nur den Anteil bis zum linearen Term mit x und hat dadurch die Funktion um a herum
naherungsweise durch eine Gerade ersetzt. Dieser Vorgang hief3t ,Linearisierung®. Man muss
allerdings sicherstellen, dass die durch die Naherung bedingten Abweichungen vom tatsachlichen
Verlauf noch zuldssig bleiben.

Als Hilfsmittel dient die Reihenentwicklung nach Taylor. Sie wird, da es sich um eine Summe mit
Potenzen von x handelt, auch Potenzreihenentwicklung genannt. Fur eine beliebige Funktion

y="F(x)
gilt um den Punkt x = a unter bestimmten Konvergenzbedingungen bei unendlich vielen Termen:
A\ _ 2 _ 3
f(x)=t(a)+f (@) X22hp(a) X2 g @) 8L Rest

In Formelsammlungen (siehe Kapitel 18) findet man solche Reihenentwicklungen fiir eine Vielzahl
vorkommender Funktionen mit Angabe des Konvergenzbereichs fir x, der unbedingt beachtet
werden muss. Die Angaben beziehen sich meistens auf die Umgebung von x = 0, so dass die
Reihen in der Form

1 2

f(x):f(0)+f'(O)-X—+f"(a)-x—+f"'(a)-)s(—?; ... + Rest

1! 2!
angegeben sind. Ein Beispiel: Die Sinus-Funktion hat die Reihenentwicklung
3 5
y=f(x)=sin X:0+X_%+1XTO_"" , Konvergenzbereich  |x|<o .

Verwendet man nur den linearen Term  f(X)~X , so besteht die Nadherung aus der Geraden x.
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Mit dem kubischen Term hat man eine kubische Parabel f(x)~ X—g usw.:
SN, ®
1
g5

d

2\

4=

-

i

Das Diagramm zeigt, dass um x = 0 herum bis ca. X=i% die Naherung gut zu sein scheint,

oder - etwas praziser — die Abweichung im Prozentbereich liegen wird, was fur viele Anwendungen
ausreichen kann. In komplexen Ausdriicken wirkt sich das fir die weitere Verarbeitung angenehm
aus.

Bendtigt man die Naherung fur einen gréReren Bereich, eignet sich die kubische Parabel besser.
Sie reicht von x=0 bis ca. x=i?1T . Weitere Terme ergeben noch besserer Naherungen,

allerdings geht der Vorteil der leichten Weiterverarbeitung schnell wieder verloren, so dass man
anstreben wird, mit dem linearen Term auszukommen.
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10 Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen sind in der Ingenieurtechnik ein zwar recht abstraktes, aber sehr starkes
Hilfsmittel, um aufwandige Rechnungen wesentlich zu erleichtern. Sie gehéren daher unbedingt in
den ,Werkzeugkasten®.

10.1 Grundlagen

Die quadratische Gleichung x?+x+1=0 scheint formal die beiden Lésungen
X;, = —0.5£v0.25-1 = -0.5£v-0.75

zu haben. Da unter der Wurzel aber eine negative Zahl steht und ein solcher Ausdruck in der
Menge der reellen Zahlen nicht definiert ist, gibt es fir diese Gleichung bei den reellen Zahlen gar
keine Losung.

Setzt man sich andererseits dartiber hinweg - was Mathematikern die Haare zu Berge stehen lasst
- und behalt den Wurzelausdruck unverandert bei, dann flihrt die Probe nach Einsetzen der beiden
Lésungen wieder auf die Ausgangsgleichung:

(x—x,):(x=x,) = (x—(=0.5+v~0.75))-(x—(—0.5—+-0.75))
x*—(—0.5+vV—0.75)-x—(—0.5—v=0.75)-x+(—0.5+1/-0.75)-(—0.5——0.75)
x*—(-0.5-0.5)x+((—0.5)*~ (V=0.75))

x> —(=1)x+(0.25—(—0.75)) = X*+x+1

Man kann also wenigstens vermuten, dass beim Rechnen mit Ausdricken von Wurzeln mit
negativem Radikanden vielleicht doch verniinftige Ergebnis entstehen. Der geniale C. F. Gaul’ hat
gezeigt, dass die Einbeziehung derartiger Wurzelausdriicke zulassig ist und sich bei dieser
merkwurdigen Erweiterung sogar erhebliche Vorteile bei den verschiedensten Rechnungen
ergeben. Er nannte Quadratwurzeln aus negativen reellen Zahlen imaginare Zahlen, da sich

ihmikeine realen Objekte zuordnen lassen. Zwar gibt es J1 = 1 Banane, aber nicht
J—1 Babane.
Zur Abklrzung schrieb Gauss V=1 =i als imaginare Zahleneinheit. Da in der Elektrotechnik

das Zeichen i flir den Strom verwendet wird, ist zur Unterscheidung dort die Bezeichnung
J—1 = i ublich. Wir belassen es aber bei ,,i.

Unter Verwendung dieser Abkurzung und wegen der Regeln zum Rechnen mit Wurzelausdricken
kann man die obigen Lésungen auch als

X,, = —05+/-0.75 = —0.5+(-1)-0.75 = —0.5+/-1-1/0.75 = —0.5+i1/0.75

schreiben. Sie setzen sich aus dem rein reellen Teil -0.5 und dem rein imaginaren Teil
ij\/0.75 zusammen. Man nennt diese Zusammensetzungen daher komplexe Zahlen.
Allgemein werden komplexe Zahlen als

z =a + ib, a, beR
dargestellt. Realteil und Imaginarteil von z unterscheidet man auch durch
Re(z) = a

Im(z) = b , also ohnej.

10.2 Die komplexe Zahlenebene

Zur Veranschaulichung von reellen Zahlen verwendet man oft die Zahlengerade. Sie reicht
gedanklich von —oo bis +o und kann als x-Achse eines Koordinatensystems angesehen
werden, auf der zur leichteren Orientierung die Lage bestimmter Zahlen markiert ist:
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|
b @ b

Zur Veranschaulichung komplexer Zahlen z hat Gaul® die komplexe Zahlenebene
vorgeschlagen. Die senkrechte Achse ist die imagindre Achse und enthalt alle mit der imaginaren
Einheit j multiplizierten reellen Zahlen:

jim(z)

Re(z)

Jede komplexe Zahl kann darin als Punkt eingetragen werden. Ublicher ist die Darstellung als
Vektor mit den beiden Koordinaten Re(z) und Im(z). In der komplexen Ebene heillen diese
Vektoren Zeiger. Sie haben einen Betrag (= Lange) und einen Winkel. Wie bei Vektoren sind
Betrag und Winkel als

lz| = |(z)] = VRe(@’+Im(z)®

_ Re(z) |
¢ = arctan(lm(z) ) (Quadrant beachten !)

definiert. Da die Tangens-Funktion periodisch mit 7t verlauft, ist fir die arctg-Funktion in Tabellen

. o _R_gea
und auf Taschenrechnern meist nur der Hauptwertbereich 2 ¢ 2 angegeben. Der

Winkel ¢ kann aber je nach Quadrant im Bereich —m < ¢ =< +m , oder, was wegen der
Periodizitat dasselbe ist, im Bereich 0 < ¢ < +2-m liegen. Daher muissen im Il. und Ill.
Quadranten die Ergebnisse um den additiven Betrag +m Korrigiert werden. Aber Vorsicht:
Manche Mathematik-Programme berlicksichtigen die Lage des Quadranten bereits, also im
Handbuch nachsehen oder ausprobieren, siehe auch Kapitel ?7?7?

Im normalen Alltag rechnet man mit den gewohnten reellen Zahlen a fir a€R . Wendet man

Funktionen auf reelle Zahlen an, so ergeben sich wiederum reelle Zahlen. Einige Funktionen

gestatten dabei nur definierte Wertebereiche fiur a, so z. B. die Wurzelfunktion b=+va , die

lediglich fir a=0 gilt (selbst allerdings positiv und negativ ist). Insbesondere gibt es fiir
i=V—1 keine Lésung im Bereich der reellen Zahlen.

Da sich mit i=v—1 aber fiir viele Aufgaben sinnvolle Lésungen bestimmen lassen wiirden,
haben die Mathematiker den Ausdruck +—1 fur zuldssig erklart und ihm die imaginare Einheit i
zugeordnet. Obwohl man zu dieser Einheit keine Bedeutung in der realen Welt findet, lassen sich
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bei entsprechenden Aufbau eines erweiterten Zahlensystems damit Rechnungen fir Aufgaben aus
der realen Welt wesentlich vereinfachen oder Gberhaupt erst ermdéglichen. Die imaginare Einheit
hat folgende Eigenschaften:

2 = V=1=1 = (V=1)° = -1
P o= Vo1 = (VEPVET = i =
it = (VAP (V=1) = (=1)(=1) = +1

Das mit den reellen Zahlen und ,j aufbaubare erweiterte System ist das der komplexen Zahlen
und kann mit Hilfe eines Koordinatensystems, der komplexen Zahlenebene, dargestellt werden.

Imaginare Achse
Komplexe Zahlenebene

Komplexe Zahl x = 3 +i-2

Reelle Achse

Jeder Punkt in der komplexen Zahlenebene ist also einer komplexen Zahl zugeordnet und besteht
aus den ,Koordinaten“ Realteil (Re) und Imaginarteil (Im). Allgemein schreibt man komplexe
Zahlen in 3 gleichwertigen Formen, wobei jede fur die definierten Operationen Vor- und Nachteile
aufweist, so dass man die jeweils glinstigere Darstellung frei wahlen und in eine der anderen
umrechnen kann:

x = a+ib = |x}{cos(a) + isin(a) = |x-e™
mit
x| = Va? + b2 (Pythagoras)
b
o = atan 5) (atan = arcustangens = Umkehrfunktion zum Tangens)
Zu jeder komplexen Zahl x gibt es eine konjugiert komplexe Zahl X = a — i-b , deren

Imaginarteil den dazu negativen Wert aufweist. In der komplexen Ebene liegt sie spiegelbildlich zu
reellen Achse.

Die oben gezeigten Formen heilen

x = |x|(cos(a) + i-sin(a)) = Moivrische Form oder Polarform
X = |x]-e™ = Euler-Form, ¢'“ ist die Exponentialfunktion.
Hinweis: Es besteht folgender bemerkenswerter Zusammenhang '™ = —1

10.3 Rechenoperationen
Mit y = c¢ + i-d konnen die Grundoperationen ausgefiihrt werden:
Addition und Subtraktion:

x+y=(a+c) + i-(b+d) und x-y=(a—c) + i-(b—d)




Dr.-Ing. Wilfried Dankmeier Fachhochschule Frankfurt am Main
Elektro- und Informationstechnik WS 2012/2013 Mathematik [+1

Multiplikation:

x-y=(a-c—b-d) - i((a-d+b-c)
Die Multiplikation einer komplexen Zahl X mit ihrer konjugiert komplexen Zahl X ergibt eine
reelle Zahl:

xX = (a + ib) - (a — i-b) = a®+b?
Division:
Hierfur ist es nitzlich, Zahler und Nenner mit dem konjugiert komplexen Nenner zu erweitern, da
dann im Nenner eine rein reelle Zahl entsteht:

X _ atib a+ib c—idd _ a-c+b.d i_—a-d+b-c
y c+id  c+id c—id c?+d? c’+d?
Mit der Euler-Form kénnen Multiplikation und Division wesentlich vereinfacht werden, sind zuvor
aber erst umzuwandeln:

x = a+ib = |[xe = Va’+b>e™

y = c+id = |yle? = Vci+die”
Damit werden Multiplikation und Division:

X _|x|

i(a+p) — al(a—p)
X-y=(X|-|Y|€e und e
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11 Integrieren

11.1 Grundlagen

,Wer Differenzieren kann, kann auch Integrieren“. Diese Feststellung gilt zwar nicht
uneingeschrankt, aber zu einem grof3en Teil. Integrieren ist im Wesentlichen die Umkehrung des
Differenzierens. Geometrisch stellt das Integrieren die Ermittlung des Flacheninhalts zwischen
dem Graphen einer gegebenen Funktion f(x) und der x-Achse dar. Dabei werden Flachenanteile
oberhalb der x-Achse positiv, unterhalb negativ gezahlt.

Am Beispiel der Funktion

y=f(x)=1+2-x
kann man sich das veranschaulichen. lhr Graph ist
"_-,f':1+2){
5
£
3
2
1
05 1 15 5 "

Der Flacheninhalt unter y (oder unter einer beliebigen Funktion) kann zwischen zwei
Abszissenwerten X, =I-AX und X =(i—1)-AX naherungsweise aus schmalen
trapezférmigen Flachenstreifen AA der Breite AX zusammengesetzt werden. Im
vorliegenden Beispiel hat jedes Trapez die Flache

(i-Ax)+y((i—1)-Ax)

2
(und stellt hier sogar den exakten Wert dar).
Die Gesamtflache A ist die Summe der n = 4 Teilflachen:

A X

AA=Y

A=Y AA, = Z%(1+2-i-A X+14+2-(i—1)-A x)Ax
i=1

i= i=1

(n+1)

A=Y (Ax+20AX¥-AX}) = n-Ax+2n- AX*—n-Ax®

i=1

A = n-Ax+n”Ax
Bezeichnet man die untere Abszisse mit x,, die obere mit x, , dann wird im Beispiel

X,=0, X,=n-Ax
und die Flache erhalt den Wert

A = x +x
Erstreckt man zur Kontrolle die Trapezformel insgesamt Uiber den Bereich von X, bis x,, dann ist
ebenfalls
y(x,)+y(x,) 1+0+1+2-x,
#.Xb - 5 .
Der Integrationsvorgang stellt den Grenziibergang der obigen Summenbildung dar, wenn die
Flachenstreifen A A; mit Ax — dx beliebig schmal, jedoch nicht 0 gemacht werden. Dann

_ _ 2
A = Xp = Xp+Xp
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lauft bei festem x, der Summengrenzindex gegen n — o und AA, geht in dA iber. Dies
drickt man Uber ein stilisiertes Summenzeichen f mit

A:fbdA = ff(x)-dx aus,

wobei es sich, ahnlich wie beim Differenzenquotienten, um eine symbolische Schreibweise
handelt. Man muss also nicht danach fragen, ,welchen Wert"“ das dx eigentlich hat.

Da dx beliebig klein - aber nicht 0 - sein kann, wird auch die Hohe des Trapezes schliel3lich nur
noch vom Funktionswert y = f(x) selbst dargestellt: Der Charakter des Trapezes als endliche
Flache verschwindet.

Nach diesen Voruberlegungen nun zurick zur Integration als Umkehrung der Differenziation. Wie
das Beispiel ahnen lasst, hangt f(x) mit der Ableitung der Flache A zusammen oder genauer: Bei
variabler Obergrenze z = x, ist f(z) die Ableitung

dA(z)

oz @

Daraus wird umgekehrt
dA(z)=f(z)-dz , oder nach ,Summenbildung* auf beiden Seiten

A(z) = [dA(z)=]f(z)dz .

Da hier keine Grenzen angegeben sind, spricht man von unbestimmter Integration im
Gegensatz zur bestimmten Integration mit fester unterer und oberer Grenze. Um A(z) zu
ermitteln, muss die Ableitung

dA(z)

oz 7

ruckgangig gemacht werden. Im Beispiel ist
f(z)=1+2-z ,also
2

A(z) = [f(z)dz = [(1+2-2)dz = z+2-z7 +C=2z+z2>+C

Das Teilergebnis

2
Z+2Z

ist die Stammfunktion zu f(z). Im Gesamtergebnis muss bei unbestimmter Integration noch eine
unbestimmte Konstante C hinzugefligt werden. Sie fallt bei der Ableitung A'(z) = f(z) wieder
heraus. Bei der bestimmten Integration bleibt sie jedoch weg, da das Ergebnis ja einen festen
Flachenwert annimmt. Im Beispiel wird
Xp Xp
A(x,) = ff(z)dz = f(1 +2-z)dz = [z+22K: = X, X,
Xa

X

a

was mit den vorher auf anderen Wegen durchgefihrten Rechnungen utbereinstimmt.

Obwohl das Integrieren sehr eng mit dem Differenzieren zusammenhangt, ist es bei der
Anwendung auf elementare Funktionen oft viel aufwandiger. Das zeigen schon die Unterschiede
im Umfang der entsprechenden Formelsammlungs-Kapitel zum Differenzieren und Integrieren. Es
folgen einige unbestimmte Integrale als Stammfunktionen F(x) zu den Integranden y = f(x). Die
Integranden sind dabei diejenigen Funktionen, welche unter dem Integralzeichen stehen, aber
ohne das ,dx".

y=0 — F(x)=C
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y=a — F(x)=a-x+C
1 n+1
=ax" — F(x)=a-——x " +C
y=ax (x)=a-—
(n kann eine beliebige reelle Zahl auf3er n = -1 sein)

y=sin(x) — F(x)=-cos(x)+C

y=cos(x) — F(x)=sin(x)+C

y= L 5 — F(x)=tg(x)+C
(cos x|

y= ,1 5 — F(x)=—cotg(x)+C
(sinx|

11.2 Einige Rechenregeln fiur das Integrieren

a)

b)

d)

Konstanten im Integranden bleiben unverandert und kénnen vor das Integral gezogen
werden:

fa-u(x)dx = a-fu(x)dx .

Eine Konstante vor dem Argument kann als reziproker Wert vor die Stammfunktion
gezogen werden (wegen der Kettenregel des Differenzierens):

fu(a-x)dx =%-F(a-x)+C

Beispiel: fcos(3~x)dx:%~sin(3-x)+c )

Integrale von Summen kénnen in Summen von Integralen zerlegt werden ( da Integrale
selbst sind Summen sind) :

_f(u(x)—i—v(x))dx: fu(x)dx-i—fv(x)dx .

Helfen die Regeln (1), (2) oder (3) nicht weiter, kann man zunachst in einer
Formelsammlung nachsehen (Papula, Bronstein u. a.)

Aus der Produktregel fiir das Differenzieren folgt mit u = (x) und v = v(x):

J'u-v'dx = u-v—fu'~vdx (partielle Integration).
Beispiel: fX-Sin(X)dX:Z, ,mit u(x)=x , u'(x)=1 , v'(x)=sin(x) — v(x)=—cos(x)
wird

| x-sin(x)dx=—x-cos (x)+ [ 1:(—cos(x))dx=—x-cos(x)—sin(x)+C .

Allgemein lasst sich die partielle Integration mit Vorteil einsetzen, wenn u(x) wie oben
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gezeigt durch Differenzieren auf einfachere Formen fuhrt, und fur v(x) eine Stammfunktion
bekannt ist.

f) Ist x selbst die Funktion X=d¢(t) einer unabhangigen Variablen t und besteht der
Integrand aus einem Produkt, dessen einer Faktor die Ableitung 3—1(=q>'(t) darstellt, so
l&sst sich die Substitutionsregel anwenden:

[f(x)dx = [f[e(t)]-¢'(t) dt ,dasichaus E_o(t) - dx=¢'()dt ergibt.

dt

dt
4.x°

Beispiel: [4-x®e*dx = ? ->Substitution t=x* , dt=4x>dx — dx=

1

4-x°

[f(x)dx = [4x*e'—=dt = [e'dt = e'+C=e"+C

g) lIst f(x) eine gebrochene Polynomfunktion, so kann diese durch Partialbruchzerlegung in
eine Summe von einfach zu integrierenden Teilen umgeformt werden. Hierzu wird der
Nenner von f(x) zunachst in das Produkt der Linearfaktoren mit den Nullstellen zerlegt,
anschlielfend als Summe rationaler Teilfunktionen mit unbestimmten Koeffizienten
dargestellt und wieder auf einen Nenner gebracht.

1 1 A, B _ A-(x—2)+B-(x—1)

Beispiel: f(x) = _3xi2  (x=1){(x-2)  x-1 x-2  (x=1)(x-2)

Ein Koeffizientenvergleich ergibt
fur x' : (A+B)=0 , da der Zahler von f(x) keinen Term mit x enthalt,
fur x° : —-2:A-B=1 , da der Term im Z&hler bei x° gleich 1 ist.

Dies stellt ein lineares Gleichungssystem fir die beiden Konstanten A und B dar. Die
Losung ergibt mit A=-B — 2B-B=1 — B=1 — A=-1
1

Mit f(x):_ﬁer% wird das Integral

[f(x)dx = f(—XT11+X12)dx — —In(x—1)+In(x—2)+C

Weitere Varianten zur Partialbruchzerlegung siehe im nachsten Kapitel 11.3.

11.3 Partialbruchzerlegung

Ist der Integrand eine gebrochen rationale Funktion (= Zahler und Nenner sind Polynome), dann
|&sst er sich durch das Verfahren der Partialbruchzerlegung so in Summanden aufspalten, dass
deren Integration mit elementaren Funktionen mdglich wird. Dabei treten im Wesentlichen drei
Falle auf:

a) Das Nennerpolynom enthdlt nur n einfache reelle Nullstellen. Dann ergibt die
Partialbruchzerlegung:

— ( ) _ ( ) _ A1 A2 An
fx) = B65] = Ton o ) = %ox oot TR

b) Man bringt die Partialbriche auf den gleichen Nenner und ermittelt die unbekannten
Koeffizienten A; A, ..., A, durch Koeffizientenvergleich mit p(x). Dadurch entsteht ein
lineares Gleichungssystem, aus dem sich die Koeffizienten bestimmen lassen, siehe
Beispiel in Kapitel ???, Punkt g).
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Ein Trick erspart hier das Ldsen des LGS: Man setzt nacheinander die Nullstellen
X1 Xy ..., X, einund erhalt die Koeffizienten direkt.

c) Das Nennerpolynom enthalt die mehrfache Nullstelle X
Dann wird fur jede Vielfachheit von Xx,; ein zusatzlicher Partialbruch angesetzt. Beispiel fur

die Vielfachheit 2:
p(x) p(x) A B, A, A,
f(x) = - = + + + o+
(x) alx)  (x=x) (X=X, P-(X=%,)- . <(x=X,) X=X (x=x,f X=X, X=X,

Die Ldsung erfolgt wieder wie bei Fall a) , allerdings Iasst sich der dort genannte ,Trick® nur
noch teilweise anwenden, so dass immer ein — wenigstens reduziertes LGS zu Iésen ist.

d) Das Nennerpolynom enthalt konjugiert komplexe Nullstellenpaare. Diese lassen sich immer
als quadratische Polynome mit reellen Koeffizienten b, ¢ darstellen:

(x=x,)(x=%X;)=x*+bx+c . Dann wird der Zahler des zugehérigen Partialbruches als
Polynom von Grad 1 dargestellt:

p(x) p(x) A,-x+B, A, A,
f(x) = = — = + + o
"= qix) T o R FxoG) - Tex) e x0T P,
Wieder erhadlt man bei Koeffizientenvergleich mit p(x) ein LGS fir die unbekannten
Koeffizienten.

11.4 Anwendungen des Integrierens

11.4.1 Berechnung von Massen-Schwerpunkten
Die Formel zur Berechnung des Schwerpunktes von n starr verbundenen Teilkbrpern mit

bekannten Massen m; und bekannten Teil-Massenschwerpunkten xs; , vys; , zs,
Z:xsi-mi
xg=4
1 Usw.

b

setzt voraus, dass das Gesamtsystem aus Teilkbrpern mit definierten Teilschwerpunkten und
Teilmassen besteht. Ist das nicht der Fall, missen die Schwerpunktkoordinaten aus bestimmten
Integralen ermittelt werden.

Beispiel: Schwerpunkt einer Platte aus homogenem Material der Dichte P in Form eines
rechtwinkligen Dreiecks konstanter Dicke d und den Katheten a=2, b=3 Langeneinheiten. Die
Platte soll mit dem rechten Winkel im Ursprung eines kartesischen x-y-Koordinatensystems liegen.

y

- dm=p-d-y-dx

X o
b

a=
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Zerlegt man die Gesamtmasse in infinitesimal kleine rechteckformige Massenstreifen dm mit der
Hohe y und der Breite dx (Achtung: dx ist ein infinitesimales Abszissenstlick der x-Achse, das ,d*
in dieser Bezeichnung hat nichts mit der Dicke d der Platte zu tun!)

dm=p-dV=p-d-dA=p-d-y-dx
parallel zur y-Achse, so geht die obige Formel in

fx~dm X}ap -d-x-ydx X‘:faxydx j‘ x(—— x+b|d
XS = (m) = x=0 = x=0 = x=0
J'dm x=a x=a x=a

) f p-d-ydx f y dx f —= x+b
x=0 x=0 x=0

Uber ( P und d sind Konstanten, die sich heraus kurzen). Die Variable y ist Uber die
Geradengleichung der Hypothenuse eine Funktion von x. Das Integral im Zahler gibt die mit den
Teilschwerpunktkoordinaten x gewichteten Teilmassen, das Integral im Nenner die Gesamtflache

des Dreiecks an.
11.4.2 Berechnung von Tragheitsmomenten fiir drehende Massen
Die Tragheit eines frei gelagerten Korpers mit der Masse m, auf den eine Kraft F einwirkt,
beeinflusst die durch die Kraft hervorgerufene Beschleunigung b gemaf

F=mb
Bei drehenden Korpern tritt an die Stelle der Kraft F das Drehmoment M und an die Stelle der
linearen Beschleunigung b das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit @ . Beide GroéfRen sind
gemaf

M= 00
Uber das Tragheitsmoment © verknupft. Die Berechnung von © erfolgt nach
® = [r*dm

(m)
durch Summation (Integration) des Produktes der mit dem Quadrat des Abstandes r von der
Drehachse multiplizierten infinitesimalen Massen-Elemente dm Uber die Gesamtmasse m.

Ein Beispiel findet man im Ubungsblatt M_II_01, Aufgabe 1. Hier geht es um das Tragheitsmoment
des stark vereinfacht dargestellten Rotorblattes eines Windgenerators:

4
b o5 1o 15 20 25 a0 xo Bzfxz'p-Zh( )-d-dx= 2pd_fx ‘h(x)dx
1 I 1 1 1 1 0

1

05—t uo Lol
- 1
1
1
1

das sich um die vertikale Achse dreht.

11.4.3 Flachen-Tragheitsmomente zur Berechnung der Balkenbiegung

Biegelinien- und Biegespannungs-Berechnungen an belasteten Balken erfordern die Bestimmung
verschiedener Flachentragheitsmomente fiir die Balkenquerschnittsflachen A, z. B. bezlglich der
Verbiegung um die y-Achse:
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y a
b mit Iyyzf x*dA= f x%-y-dx
(A) x=0
dA=y-dx
@)
dx a X

Auch hier lasst sich das Flachenintegral (= Doppelintegral) tber dx und dy ( dA=dx-dy ) in ein

Einfachintegral Uber dx umwandeln, wenn man y als Funktion von x ausdruckt:
__b
y= a X+b

Fir das Flachendeviationsmoment (es berucksichtigt die Wirkung eventuell unsymmetrischer
Flachenverteilungen um die Biegeachse, bei symmetrischer Verteilung ist es 0)

I&sst sich keine Vereinfachung erzielen. Daher muss hier das Doppelintegral gelést werden. Ein
Beispiel ist im Folgenden dargestellt:
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Berechnung eines Doppelinteqrals

<|

o
J
«<|
i
1
oo
x|
o
&

p Bei "gemischten" Integranden,
dA=dxdy wie sie im Deviationsmoment

7 ~-=-| Xy dA vorkommen,
Lxy (A)x J
T x| . ; .
a ist die Vereinfachung des
Doppelintegrals
iiber dxdy = A zu einem nur iber dx oder nur iiber dy laufenden
Einfachintegral nicht mdéglich. Deshalb muB hier das
Doppelintegral
Ly = . f* Xy dx dy geldst werden.
xJ¥

Dazu sind zwei Schritte notwendig:

1.) Umordnen der Variablen so, daB ein inneres Integral mit nur
einer Variablen entsteht, z.B. nur mit ¢:

Ixy z(_fz’[fj_/dﬂd;{)(m i _f:;—([fy”-%:} }dj_r] a

0

2.) Festlegen der Integrationsgrenzen; das innere Integral
enthdlt dabei X in seiner oberen Grenze, so daf & nach
Auswertung des inneren Integrals als Variable in das
duBere Integral eingeht.

Nun wird zundchst das innere Integral gelost :

7 = L |

b —\2
e b-Box (b—“ X
fb = d}_f= Z] a _ a _Dz _ 1(b2_ sz:—(_'_(_b)—{)g]
0 2 a a

Q

Das Ergebnis ist Bestandteil des &uBeren Integrals, das jetzt
nur noch die Variable % enthdlt:

== — - b= o o o —_ 2 a
I;‘c‘=_faxﬁb2-—2bzx+b—x2 s~ | _Zabt b
¥ 0 2 a a2 4 3a 832 o
5 _a2*b2
il 24
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11.4.4 Dreifachintegrale zur Volumenberechnung
Siehe Ubungsblatt M_IlI_03, Aufgaben 3 und 6.

11.4.5 Integrale zur Feldberechnung in der Elektrotechnik
Siehe Ubungsblatt M_I1_03; Aufgabe 7, 8 und 9.

12 Mittelwerte

Mittelwerte sind auf den Integrationsbereich bezogene bestimmte Integrale. Die einzelnen
Mittelwerttypen unterscheiden sich nach dem Aufbau des Integranden aus der Funktion y = f(x).

12.1 Arithmetische und quadratische Mittelwerte, Effektivwert

Der einfache Mittelwert der Funktion y = f(x) Gber den Integrationsbereich von x = x4 bis x = x; ist

_ 1
X = ——— | ydx
(X,—X,) !:
Da der Integrand hier nur aus der Funktion y selbst besteht, bezeichnet man den Mittelwert X
auch als arithmetischen Mittelwert.

Wenn y = f(x) z. B. eine zeit-veranderliche Funktion darstellt, etwa eine sinusformige,
symmetrische Spannung

u(t)=G~sin(w~t):G-sin(2?ﬂ~t)

mit der Amplitude U , der Periodendauer T fiir eine vollen Sinusdurchlauf und der Kreisfrequenz
w, dann ist ihr Mittelwert

11 17
u=T-£u(t)dt=T{ sm—tdt =0,

da sich die Beitrage der beiden Halbwellen gerade aufheben.
Anders sieht es beim quadratischen Mittelwert u’> aus:

2= A rewd = 2 [asnZ™ o) gt = 1a
—Tf T!(usm T t))dt—zu

0

Wegen des quadratischen Integranden ist u? immer groller als 0 (abgesehen vom technisch
uninteressanten Trivialfall, dass der Integrand selbst Gberall den Wert Null besitzt). Die Wurzel

= 1 .
Ug=Vu’=—1
eff {_2
nennt man Effektivwert Uss der Spannung u(t), die in der Elektrotechnik grofie Bedeutung hat.

Arithmetischer und quadratischer Mittelwert sowie der Effektivwert sind ganz allgemein far
beliebige Funktionen x(t) definiert. Insbesondere auch dann, wenn es sich bei x(t) um eine
statistische Zufallsfunktion handelt (= Rauschen).

Ein weiterer Mittelwert ist die Streuung o. Sie berechnet sich als Wurzel aus dem quadratischen
Mittelwert
T

1.
T 0

(u-u)* =

'ﬁ
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Wenn man den Verlauf der Funktion u(t) als Summe eines reinen (= mittelwertfreien)
Wechselanteils 0(t) und eines konstanten Gleichanteils U=const. auffasst, dann ist wegen

u(t)=a(t)+a

die Streuung o der Effektivwert des reinen Wechselanteils t) :

G (
o = Ju-u? = J(@a+a-u? = JVi® = %-}u(t)zdt :

Wegen der genannten Mittelwertdefinitionen gilt auch

o = Vul—0? (warum?).

12.2 Mittelwerte zufalliger Ereignisse

Ist u(t) ein zufallig schwankender (= stochastischer) Verlauf, bei dem sich zukinftigen Werte nicht
aus den vorhergehenden bestimmen lassen, so stellen die Mittelwerte neben den Minimal- und
Maximalwerten umn und uUmax die wesentlichen Parameter zur Beschreibung gemeinsamer
Eigenschaften aller Werte dar. Solche zufalligen Verlaufe findet man bei technischen Anordnungen
haufig, z. B. in der Form von

« Rauschspannungen auf Datenubertragungskanalen

+ Rauhigkeitsprofilen auf Materialoberflachen

+ Verkehrsdichteschwankungen auf Stral3en

+ Messergebnissen zur Qualitatsprifung in der Produktfertigung
« Klausurergebnissen

Das Erscheinungsbild ist bei sonst gleichen Mittelwert-Parametern noch von der Art der
Verteilungsdichtefunktion p(r) der Einzelwerte abhangig. Bei einer Gaulischen
Normalverteilung (siehe Kapitel ???) erstreckt sich der Wertebereich tber

- <rnormal (t) <+

wobei groRe Werte weniger haufig vorkommen. Bei der Gleichverteilung liegen alle Werte in
einem endlichen Bereich

r.min < rgleich (t) < r.max )

in dem alle Werte gleich haufig auftreten. Es gibt weitere, technisch bedeutsame
Verteilungsdichtefunktionen, auf die hier aber nicht eingegangen wird.

Das folgende Diagramm zeigt die Verteilungsdichte-Funktionen einer mittelwertfreien
Normalverteilung, einer Normalverteilung mit Mittelwert 0.5 und eine mittelwertfreie
Gleichverteilung, alle mit der Streuung ¢ = 1:

narmalverteiltes Rauschen rf) bei T =0, o=l und =3  normalverteiltes Rauschen rf) bei T =05 und o=1 gleichverteiltes Rauschen rt) hei F =0und o=t
0, 0.4 :

0.3 03

0.2 0.z

N N

-3 -2 - 1 2 3 -3 -2 - 1 2 3 -3

Viele zufalligen Ereignisse in der Technik weisen eine Normalverteilung auf. Das folgende
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Diagramm zeigt den Verlauf eines zufalligen, normalverteilten, mittelwertfreien Rauschsignals mit
der Streuung o = 1 (siehe linkes Bild im obigen Diagramm):

normalverteiltes Rauschen it bei FT =0 und o=1

Die Begrenzungslinien markieren den Streubereich —0 <f ,..(t)<+0 | in dem bei einem
normalverteilten Signal etwa 68% aller Werte liegen.
Bei einer mittelwertfreien Gleichverteilung mit rmin = -1, rmax = +1 und gleicher Streuung o = 1 liegen
alle Werte im Streubereich:

gleichverteiltes Rauschen ) bei T =0und o=l

Eine normalverteilte, mittelwertfreie Wertefolge mit 0 = 3 hat einen Verlauf mit entsprechend
grolkerem Streubereich:

normalverteiltes Rauschen r) bei ¥ =0und ==3

_2:_

-5 |

Ist die Verteilung nicht mittelwertfrei, so verschieben sich bei sonst gleicher Streuung alle Werte
um den Betrag des Mittelwertes. FUr den oben gezeigten normalverteilten Verlauf sieht das fir

r(t)=0.5 soaus:

normalverteiltes Rauschen rif) bei T =0.5 und =1

_1 i—_———'l't—_ 1] A k) a1 Al

-2 F

Die mittlere Linie deutet den Mittelwert an. Der Streubereich verschiebt sich ebenfalls um 0.5
Einheiten, behalt aber wegen der gleichen Streuung seine Breite.

Da das Verhalten vieler technischer Systeme durch zuféllige Einflisse bestimmt wird (z. B.
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Achsenauslenkung eines sich auf einer rauhen Fahrbahn bewegenden Autos), ist die
Untersuchung mit der Einwirkung von ZufallsgroRen ein wichtiges Hilfsmittel zur Analyse des
technischen Verhaltens und zur Ausarbeitung von Lésungen. Diese Zufallsgrofien haben dann
auch reale physikalischen Bedeutungen. Z. B. stellt eine zuféllige elektrische Stérspannung u(t) =
r(t), wie sie z. B. auf allen Kanalen zur Datentbertragung unvermeidlich ist (= Rauschen), ein Maf}
fur die von ihr gelieferte mittlere elektrische Leistung dar. Diese Leistung ist dem quadratischen

Mittelwert r(’[)2 proportional, da die elektrische Leistung P sich aus dem Quotienten vom
Quadrat der Spannung r(t)* und dem Widerstand R ergibt.

Falls der Mittelwert verschwindet ( r(t) = O , kann die mittlere elektrische Leistung durch das
Quadrat der Streuung (= 02 ) ausgedriickt werden (warum?). Zusammen mit der mittleren Leistung
des auf dem Kanal zu Ubertragenden Nutzsignal v(t) lasst sich der Stérabstand SNR ( = Signal to
Noise Ratio)

NI

SNR = YU
r(t)
definieren (siehe Angewandte Informatik 1), mit dem sich grundlegende Aussagen zur
Fehlerentstehung und Fehlervermeidung treffen lassen.

Zufallswerte kdénnen bereits mit den meisten Taschenrechner erzeugt werden (Tasten RND oder
RAND). Diese Werte sind oft gleichverteilt und liegen im Bereich von 0 bis 1. Weitaus vielseitiger
ist die Herstellung von Zufallswerten mit Hilfe von Mathematikpaketen wie MatLab oder
Mathematica. Hier kann man verschiedenste Verteilungsdichte- und Mittelwert-Funktionen wahlen.

12.3 Mittelwerte diskreter Zahlenmengen

Im vorigen Kapitel wurden Mittelwerte von Abschnitten stetiger Funktionen definiert. Doch auch flr
Folgen diskreter Zahlen lassen sich Mittelwerte berechnen, wobei das Vorgehen sehr dhnlich ist.

Fur eine Folge x = {x4, Xz, .... , Xa} von n Zahlen gilt:
- 1% . . .
=4 Z X; (arithmetischer Mittelwert)
_ 1 n
XX = ﬁz xi2 (quadratischer Mittelwert)
i=1
I n
X =VxE = |13 x? (Effektivwert)
ni=
n —
\/ (x—X)? 12 = Vx?—%X? (Streuung = Standardabweichung)
n

i=1
Oft erscheint der Ausdruck fur die Streuung diskreter Werte in der leicht geanderten Form

i=1

Der Summenausdruck enthalt durch Einbeziehung des Mittelwertes X nicht mehr ,n
verschiedene Werte x; , sondern wegen der Verknipfung

X = 1zxi — N'X = X, +X,+ .o XX,
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nur noch ,n-1%, denn einer der Werte x;, z. B. x, ist mit
X, = N'X—X,;—X,— ... —X

n n—1

von den anderen und vom Mittelwert abhangig. Da die Streuung formal aber einen Mittelwert aus
unabhangigen Werten bildet, gibt es nicht ,n“ sondern nur ,n-1“ Teilnehmer, weshalb die Summe
durch n-1 zu teilen ist, um eine ,gute” Naherung o* an die theoretische Streuung fir unendlich
viele Werte x; zu erhalten. Dies wirkt sich jedoch nur bei kleinen Teilnehmerzahlen n aus, da sich
fur grolRe ,n“ beide Faktoren vernachlassigbar unterscheiden.

12.4 Die Autokorrelationsfunktion als Mittelwertfunktion

Bei technischen Anordnungen, ist es oft von Interesse, wie stark die auf diese einwirkenden
GroRen untereinander in Beziehung stehen . Bei deterministischen (nicht zufalligen) GréRen wird
diese innere Abhangigkeit durch die Funktion (z. B. Sinusfunktion) gegeben. Bei zufalligen Gré3en
xi ist dies zunachst nicht offensichtlich. Im Idealfall besteht hier (iberhaupt keine Abhangigkeit, die
Werte sind dann statistisch unabhdngig und man kann aus vorangegangenen Werten keine
Aussage auf zuklnftige treffen. Dies sollte z. B. bei der Ziehung der Lottozahlen so sein.

Gerade in technischen Anordnungen trifft dies aber nicht immer zu, schon bedingt durch die
physikalisch erzwungene Stetigkeit von Energiedanderungen: Ein Fahrzeug etwa kann seine
Geschwindigkeit nur allmahlich andern, da hierbei Energie zu- oder abgefuhrt werden muss. Dann
unterscheiden sich die Geschwindigkeitswerte in kurzen Zeitabstanden nur geringflgig und es
besteht eine starke Abhangigkeit, die sich erst bei groRReren Abstéanden verkleinert.
Um ein Mal fur diese Abhangigkeiten zu erhalten, eignet sich die Autokorrelationsfunktion (= AKF)
einer Wertefolge x. Sie wird mit b, (K) bezeichnet. Dabei wird die Folge mit ihrer um die
Variable k zyklisch verschobenen Kopie verglichen. Die Rechenvorschrift ist im diskreten Fall bei n
Werten:

b (k) = %-Z x-x. k=0 1, 42, .. +n—1

i=1

~Zyklisch* bedeutet, dass bei Verschiebung um eine Stelle nach rechts der ganz rechts stehende
Wert den Platz des ganz linken einnimmt usw. Die Folge rotiert also ,im Kreis“. Ein Beispiel fur
eine Folge mit 7 Werten:

Ohne Verschiebung (k = 0):

Wertefolg |1 1 1 -1 1 -1 -1

e

Kopie fur| 1 1 1 -1 1 -1 -1 Sum
k=0 me
Produkte | 1 1 1 1 1 1 1 7

Verschiebung um eine Stelle nach rechts (k = 1):

Wertefolg | 1 1 1 -1 1 -1 -1

e

Kopie fur| -1 1 1 1 -1 1 -1 Sum
k=1 me
Produkte | -1 1 1 -1 -1 -1 1 -1
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Verschiebung um zwei Stellen nach rechts: (k = 2):

Wertefolg | 1 1 1 -1 1 -1 -1
e
Kopie fir| -1 -1 1 1 1 -1 1 Sum
k=1 me
Produkte | -1 -1 1 -1 1 1 -1 -1
Bei k = £n, £2n, *=3n, ... usw. wiederholen sich die Summenwerte. AuRerdem ist die

AKF eine gerade Funktion mit
b (K) = ¢ (—K) (anhand des obigen Beispiels nachpriifen!)

Die beiden Diagramm zeigen die Wertefolge selbst (hier eine PRBS Folge = Pseudo Random
Binary Series, siehe auch Kapitel 4 in ,Grundkurs Codierung“) und ihre AKF, wobei die vollig
unterschiedliche Bedeutung und Bezifferung der Achsen zu beachten ist:

Binare pseudostatistische Zufallsfolge, n=7

AKF der bindren pseudostatistischen Zufallsfolge

0.g

0.6

0.4

0.z

-7

Die AKF verlauft also spiegelsymmetrisch zur Achse k = 0 (y-Achse). Man braucht sie daher nicht
gesondert fir negative Werte berechnen:

$y (k) = %-Z X X k=012 .., n-1
i=1

Bei ¢,(0) handelt es sich einfach um den quadratischen Mittelwert der Folge. Dieser ist immer
positiv und stellt zugleich den grof3ten Wert der AKF dar, der von anderen nicht Gbertroffen werden
kann. Je kleiner die Ubrigen Werte ausfallen, desto geringer ist der innere Zusammenhang (=
Korrelation) der Folgenglieder. Die als Beispiel gewahlte Folge zeigt mit

(I)xx(k) :_; fur k :1, 2, ... 6

einen nur sehr schwachen Zusammenhang ihrer Teile. Man konnte die Werte daher als
brauchbare Ergebnisse fur einen zweiwertigen Wiirfel nehmen (Munzwurf).

Solche ,glatten“ AKFs sind eine Besonderheit der PRBS-Signale und nicht selbstverstandlich. Man
erkennt dies, wenn man die AKF irgendeiner willkirlich ausgedachten Wertefolge bildet, z. B.

x={—1,4+1,+1,—-1,-1,+1,—1}

Die Diagramme zeigen, dass schon eine kleine Veradnderung in der Reihenfolge gegenlber vorher
eine deutliche Veranderung der AKF bewirkt:
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e AKF derwillkiirlichen Zufallsfolge
Wiillkarliche Zufallsfolge, n=7 1 4

0.5

0.25

—0.25

—0.5

—0.75

Die einzelnen Werte der Folge sind hier untereinander starker Kkorreliert, als beim
pseudostatistischen Binarsignal oben.
Nimmt man n = 50 mittelwertfreie, normalverteilte Zufallsereignisse x;, so sehen die beiden

Diagramme folgendermal3en aus:
Mormalverteilte Zufallsfolge, n=A0

2

A

_|.|.. |”. L] Lk

AKF der normalverteilten Zufallsfolge

0.8

0.6

0.4

0.2

Die Werte der AKF fur k # O zeigen, dass die Wertefolge ebenfalls nur schwach korreliert ist.

12.5 Die Kreuzkorrelationsfunktion als Mittelwertfunktion

Liegen zwei verschiedene Wertefolgen x; und y; vor, so kdnnen diese auf ahnliche Weise korreliert
werden wie bei der AKF. Die Rechenvorschrift ist dann durch die Kreuzkorrelationsfunktion
¢, (K) gegeben:
n
By (K) = %-in-ka K =0, 1, 2, ..., +n—1
i=1

Die KKF zeigt im Allgemeinen keine Spiegel- oder Punki-Symmetrien, so dass zu ihrer
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vollstandigen Bestimmung auch die negativen Werte von k notwendig sind. Allerdings gilt die
Vertauschungsregel

by(k) = b, (k) (nachweisen!)

Mithilfe der KKF lasst sich prifen, ob zwei Wertefolgen ,innerlich® zusammenhangen. Gezielt lasst
sich das etwa in der Filtertechnik nutzen. Wenn z. B. ein cosinusférmiges Signal von einer
zufalligen StorgroRe r(t) Uberlagert wird und die Cosinus-Funktion wegen der Starke von r(t) nicht
mehr erkennbar ist, kann man diese durch Kreuzkorrelation mit einer Cosinus-Funktion gleicher
Periodendauer aus dem gestérten Summensignal sichtbar machen. Dazu wird die Folge
X, = a-cos(w-i-At)+r(i-At)
mit den Folgewerten einer Cosinus-Funktion gleicher Periodendauer
y;, = cos(w-i-At)

kreuzkorreliert:

Py (K) = %-in-ka k =0, +1, +2, .. , +n—1

d(K) = % [a-cos(w-i-At)+r(i-At)]-cos (w-(i+k)-At)
i=1

Wenn die Stdrsignale r(t) statistisch unabhangig von der Cosinus-Funktion und mittelwertfrei sind,

mitteln sie sich in der KKF heraus. Diese zeigt dann bis auf Reste nur noch die Cosinus-Funktion

selbst — ein Filterergebnis, was sich gut zum Entstéren eignet. Im folgenden Beispiel wurde ein

Cosinus-Signal mit einem starken, mittelwertfreien Rauschen (o = 6) gestort. Das kleine Cosinus-

Signal selbst ist zum Vergleich mit eingetragen:

Cosinus-Funktion mit Rauschen, n=50

10

RN N

[LIJJMI | l,l I lnlllmd

=5

—-14

AkF des gestirten Cosinus-Signals

40

30

20

il gk b
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Die AKF zeigt eine geringe Korrelation der Messwerte:

Wird nun das verrauschte Cosinus-Signal mit einem Cosinus-Signal gleicher Periodendauer
kreuzkorreliert, so zeigt sich im Verlauf der KKF dieses Signal beinahe stérungsfrei, wie das
nachste Diagramm darstellt. Der Grund liegt darin, dass sich in jedem Berechnungsschritt der KKF
die insgesamt mittelwertfreien Rauschanteile weitestgehend herausheben:

KKF des gestérten Cosihus-Signals

0.75

0.5

- | | | |

—0.25

—o.s

—0.75

Allerdings muss dazu die Periodendauer T bekannt sein. Wird nur ein ungenauer Wert T' in der
KKF verwendet, verschlechtert sich das Ergebnis erheblich. Bei T' = 1.5 T, also bei um 50%

l&ngerer Periodendauer sieht die KKF zum Beispiel so aus:
KKF des gestirten Cosinus—Signals, ungenauesT' =1.58T

0.5

—0.5

—1

Es konnen also mit Hilfe der KKF bei entsprechendem Rechenaufwand und unter Verwendung
geeigneter ,Masken-Funktionen® (wie hier der Cosinus-Funktion) Filter-Effekte realisiert werden.
Diese Besonderheit der KKF wird in abgewandelter Form auch bei den Fourier-Reihen
angewendet.

12.6 Fourier-Reihen als Spezialfall einer Kreuzkorrelationsfunktion

Fourier hat ein Verfahren entwickelt, was heute als bedeutende Grundlage vieler Losungen zu
technischen Aufgabenstellungen dient. Die Idee besteht darin, periodische Funktionen als Summe
von Sinus- und Cosinus-Funktionen auszudricken. Es handelt sich dabei um eine
Reihenentwicklung, die deutliche Verwandtschaft zu den Potenzreihen nach Taylor zeigt. Wahrend
letztere aber durch Summen von Polynomen ansteigender Ordnung gebildet werden, sind es beim
Fourier-Verfahren Sinus- und Cosinusfunktionen mit ansteigenden Frequenzen.

Ist y = f(x) eine im Punkt x = a stetig differenzierbare Funktion, d. h., ist sie in x = a beliebig oft
ableitbar, so lasst sie sich um den Punkt x = a herum in eine Potenzreihe entwickeln, siehe
Kapitel ??7?.
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1 2

f(x)=f(a)+f'(a) X8l 41 () 222 “;;”‘)3

Ist die Funktion y = f(t) jedoch periodisch mit T, also y(t) = y(t +T), dann lasst sie sich in folgende
Fourier-Reihe entwickeln:

. + Rest

+"(a)

3 . . 2
y(t)=a,+ Y (a,cos(vwt)+b,sin(vwt))  mit w:Tﬂ
v=1
Die Frequenzen v-w sind hierbei ganzzahlige Vielfache (Oberschwingungen) der
Grundfrequenz w . AuRerdem darf y(t) im Gegensatz zu den Anwendungsvoraussetzungen fur
Taylor-Reihen eine endliche Zahl von Unstetigkeitsstellen besitzen.

Wie bei den Taylor-Reihen kommt es auch hier entscheidend auf die geeigneten Koeffizienten
a, und b, an. Diese berechnen sich aus folgenden Mittelwerten (iber eine Periode T:

-

a, = ~[y(t)dt , by=0
T 0
2 T

a, = —-fy(t)'cos(vuot)dt
T 0
2 T

b, = Z-[y(t)sin(vwt)dt
T 0

GemalR der oben stehenden Reihe sind die Koeffizienten fir v>1 also die Amplitudenwerte
der zugehorigen Sinus- und Cosinus-Schwingungen, der Koeffizient 8, stellt den arithmetischen
Mittelwert der Funktion y(t) dar. y(t) |asst sich also entweder vollstandig

- als Zeitfunktion in Form einer unendlichen Summe von Sinus- und Cosinusfunktionen
- oder in Form des Frequenzspektrums der Amplitudenwerte a, , b, beschreiben.

Man kann daher je nach Eignung die eine oder andere Darstellung wahlen, was sich fur
technische Aufgabenstellungen oft als sehr hilfreich erweist. Fourier-Reihen bilden die Grundlage
fur einige daraus abgeleitete Verfahren, welche z. B. in der

« Nachrichtentechnik (Tief-, Band- und Hochpassfilter)
+ Bilddatenkompression (JPEG, .jpg)
+  Akustikdatenkompression (MPEG, .mp3)

und anderen eingesetzt werden. Im Alltag sind wir von Verfahren umgeben, die die Technik der
Fourier-Reihen — allerdings in effektiveren Varianten — nutzen, siehe nachstes Kapitel zur diskreten
Fourier-Transformation DFT.

Das folgende Beispiel soll die Wirkungsweise der Fourierreihen-Technik zeigen. Ein Mikrocontroller
liefert ein Spannungssignal s(t) mit der Periodendauer T = 1s:

sth [vol] Originalsignal sf], T=1s

1.

] \ ot ] / \

] \ N7 \ ] \

/ | N \ / \

/ W AW A W

-1 —ﬂ’i\ pos it ﬂ"i\ 15\ .5
W/ \ / \ /
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Dieses periodische Signal kann durch eine unendliche Fourier-Reihe (Fourier-Summe) aus
Cosinus- und Sinus-Funktionen dargestellt werden, genauer durch

» einen arithmetischen Mittelwert a,
+ eine Cosinus-Grundschwingung mit der Periodendauer T = 1s oder der Frequenz f=1 Hz

a1~cos(?-t)

« unendlich viele weitere Cosinus-Oberschwingungen mit Vielfachen der Grundfrequenz

av-cos(v-@-t)

T
+ eine Sinus-Grundschwingung mit der Periodendauer T = 1s oder der Frequenz f=1 Hz
b1-sin(ﬁ-t)
T
« unendlich viele weitere Sinus-Oberschwingungen mit Vielfachen der Grundfrequenz
b -Sin(v-@-t)
Y T

Fourier—koeffizienten der Cos— und Sin-Schwingunoen bein = 10

0.8
0.6
0.4

0.2

-0z

Technisch wird man sich immer auf diejenige endliche Anzahl von Oberschwingungen
beschranken, mit der bereits eine brauchbare Naherung fir s(t) zu erzielen ist. Bei n = 10 sieht das
Spektrum der Koeffizienten so aus:

Die Koeffizienten a, sind rot dargestellt, die Koeffizienten b, blau. Man sieht, dass es
berechtigt erscheint, nur bis etwa n = 10 zu gehen, da die Betrage stark abklingen. Die damit
gebildete Fourier-Summe bringt dieses Ergebnis:

5't) [VOIt] Fourier-Summe s'(t als Naherung mit n=10

1 TM
075t \
05
025} \

N . W Y

o5l 0.2 04 u\ 08

-05 L —

Wie sich die Naherungen aus den einzelnen Summentermen entwickeln, Iasst sich anhand der
ersten Koeffizienten nachvollziehen:
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S0 [volt] arithmetischer Mittetwert a,
1
05
02 04 06 08
-05
-1
stf) [voit] Ay * COS(u )
1
0.5
__r""--__-\_
T 04 | 06 D]
-04
1
stt) [volt] B4 » sin(ew 1)
1
02 04 06 0.8
-1
stt) [valt] An+8q +C03(a 1) + Bq+ Sinfe 1)

P

N

/

N

-0.5

0z 04 .

08

il

t[s]

t[3]

t[s]

t[5]

Wegen der hier nur 3 berticksichtigten Koeffizienten a, a, b, ist allerdings die Naherung noch
nicht zu erkennen. Nimmt man die beiden Terme der ersten und zweiten Oberschwingungen dazu,
also a, a, a, a; b, b, b; ,lasstsich die Naherung bereits erahnen:

5'(0) [volt] Naherung fiir n=4, 2 Oberschwingungen
1 T P aniin.
s —— -
0.a \\
0.2 0.4 D\ 0.8
-0.5
—1

t[s]

Bei n = 50 ist die Naherung fast perfekt, wobei allerdings der Rechenaufwand auch betrachtlich

anwachst:
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(D) [Wvolt] Fourier—Surmrme s'(t) als Naherung mit n=50
1
075 /
0.4
0.25 \
t[s]
oo 0.2 0.4 El\ 0.8

-0.5

12.7 Diskrete Fourier-Transformation (DFT und FFT)

Unter folgenden Voraussetzungen lasst sich aus dem Verfahren der Fourier-Reihen ein Sonderfall
ableiten, der fur den praktischen Einsatz besondere Bedeutung hat, weil der Rechenaufwand
erheblich sinkt:

- Die Funktion y(t) enthalt im Intervall O0<t<T nur endlich viele Schwingungsanteile N, d.
h., sie ist bandbegrenzt und besteht damit aus

o einem Gleichanteil a; |,

o einer Grundschwingung a;-cos(wt) und b,-sin(wt)

o endlich vielen Oberschwingungen a,-cos(v-wt) und b,-sin(v-wt) mit
v =2, 3, ..., N

In realen Fallen liegen diese Voraussetzungen oft vor oder lassen sich herstellen. Ein mp3-
Player etwa hat einen Equalizer = spezielles FrequenZfilter, der u. a. hohe Frequenzanteile
,<abschneiden® kann.

+ Die Funktion kann, muss aber nicht periodisch mit T sein.
« Das Intervall wird im Intervall 0<t<T in 2N gleiche Abschnitte der Ldnge AT

unterteilt.
. T
- Der Abstand betragt dann AT:m
- Es werden beginnend bei t = 0 insgesamt 2N Abtastwerte aus y(t) im Abstand AT
gemessen. Diese Werte sind also  y(i-AT) fur i = 0, 1, 2, ..., 2N—-1

Dann lassen sich die 2N Koeffizienten a, und b, (= Amplituden) aus den 2N Abtastwerten

y(i-AT) der Funktion y(t) bestimmen. Die Mathematik zeigt, dass man 2N Unbekannte im
Allgemeinen aus 2N Gleichungen berechnen kann (genauer: dies ist eine notwendige Bedingung,
die unter bestimmten Voraussetzungen auch hinreicht).

Die bendtigten Gleichungen sind:

_ N Vi1t _
a, = oy 2 Y(EAT)cos(5FF) v =0, 1, 2 . N
b, = 1—-2N2_1 (I-AT)sin(YT)
T Ng N

Dabei ergeben sich folgende Sonderfalle
. a, = Mittelwert aus den 2N Abtastwerten

. b0 =0
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Man berechnet also insgesamt 2N Koeffizienten:
« (N +1) Koeffizienten a, a, a, ..., ay und

- (N -1) Koeffizienten b, b, ..., by_,

Der Nutzen liegt darin, dass die Funktion y(t) entweder Uber ihre 2N Abtastwerte im Abstand
AT oder Uber ihre 2N Koeffizienten vollstandig beschrieben ist, da sich die Abtastwerte als

Summe aus
. |ivT
+b,-sin| ——

berechnen lassen. Die DFT hat damit die wichtige Eigenschaft einer umkehrbaren Transformation.

Hinweis: Die Umkehrbarkeit bezieht sich auf die 2N Abtastwerte und die 2N Koeffizienten.
Berechnet man Uber die obige Summenformel jedoch Werte zwischen den Abtastzeitpunkten,
stimmen diese im allgemeinen nicht mit den Werten der Originalfunktion Gberein.
Oft ist fUr die Beurteilung und Analyse eines Signals y(t) ausschlieRlich das durch die Koeffizienten
a, und b, gegebene Amplituden- oder Frequenzspektrum geeignet. Fir den Zweck einer
zufriedenstellenden Datenkompression eines Bildsignals (= Pixel einer Digitalkameraufnahme)
sind z. B. die hochfrequenten Anteile (= hohe Oberwellenamplituden nahe v=N ) weniger
wichtig als die Grundwelle und ihre nachsten Oberschwingungen. Wenn man die hohen
Oberschwingungen im Extremfall weg lasst, behdlt man die wesentlichen Bildinformationen,
bendtigt aber weniger Speicherplatz. Das ist die ldee der JPEG-Kompression. Sie lasst sich
gezielt nur durchflihren, wenn zuvor die beschriebene Berechnung der Koeffizienten mit Hilfe der
DFT gemacht wurde.

Ubungsaufgabe: Ein bandbegrenztes Signal s(t) besteht aus
« einem Gleichanteil (= arithmetischer Mittelwert) von 0.5 Volt
» einer Cosinus-Grundschwingung der Frequenz 1 Hz mit der Amplitude +1.0 Volt
« einer Cosinus-Oberwelle doppelter Frequenz mit der Amplitude -1.0 Volt
+ einer Sinus-Grundschwingung der Frequenz 1 Hz mit der Amplitude -1.0 Volt
« einer Sinus-Oberwelle doppelter Frequenz mit der Amplitude +1.0 Volt
Das Summensignal s(t) liegt tber einen Zeitraum von 1s vor und zeigt diesen Verlauf:

N .
y(i-AT) = a, + Z-Z:lav-cos(wT1T

v=1

5(f) [volt] Originalsignal s(f)

3

d
2 7 TN
'R N\,
fl ~,
N \ NI | ’ﬂlﬁ as t[S]
1 AY Fi
A
-2 \\../
-3

Wahrend dieser Zeit kdnnen z. B. mit Hilfe des Analog-Digital-Wandlers eines Mikrocontrollers in
wahlbaren Zeitabstanden AT Messungen an s(t) gemacht werden.

Hinweis: Man kann das Signal so interpretieren, als waren Gleichanteil und Amplituden den
Bitwerten einer mit s(t) zu Ubertragenden Information zugeordnet. Man nennt diese Zuordnung
dann Modulation des Signals s(t) mit den Amplitudenwerten der Teilschwingungen.




Dr.-Ing. Wilfried Dankmeier Fachhochschule Frankfurt am Main
Elektro- und Informationstechnik WS 2012/2013 Mathematik I1+1I

Fragen:

a) Wie viele Abtastwerte missen gemessen werden (z. B. mit Hilfe des AD-Wandlers eines
Mikrocontrollers), um die Frequenzanteile des Summensignals berechnen zu kdénnen?
Hinweis: Nach dem Abtasttheorem von Shannon muss das Signal mit der héchsten
Frequenz mindestens zweimal abgetastet werden, um identifiziert werden zu kdnnen,
Nimmt man mehr Messungen vor, wirden sich bei der Fourieranalyse die Amplituden der
zu hohen Frequenzanteile als Null ergeben. Sie schaden zwar nicht, erh6hen aber unnétig
den Rechenaufwand.

b) In welchem zeitlichen Abstand AT missen die Abtastwerte gemessen werden?
c) Wie viele Koeffizienten der DFT lassen sich aus den Abtastwerten bestimmen?

d) Berechnen Sie aus den Abtastwerten die Koeffizienten der DFT.

e) Berechnen Sie aus der diskreten Fourier-Summe wieder die Abtastwerte.

f) Vergleichen Sie die Ergebnisse aus a) und e).

Hinweis: Ist die Anzahl N der Abtastwerte eine Potenz von 2, also N =2P (p =1, 2, 3, ...), dann gibt
es ein besonders effektives Berechnungsverfahren fir die Fourier-Koeffizienten. Es stellt einen
Sonderfall der DFT dar und ist als Fast Fourier Transform (= FFT) bekannt. Fir den praktischen
Einsatz wird meistens die FFT verwendet.

12.8 Mittelwertbildung zur Fehler-Verringerung mithilfe der Regression

In der Messtechnik hat man oft die Aufgabe, die Parameter eines funktionalen Zusammenhangs
zwischen Messgroflen zu ermitteln. Z. B. kdnnen aus Messungen von Strom und Spannung am
Verbraucherwiderstand einer Ersatzspannungsquelle die beiden Parameter Leerlaufspannung Ug
und Innenwiderstand R; berechnet werden. Hierzu sind zwei Messungen erforderlich. Der
physikalische Zusammenhang wird durch die Maschengleichung

U= U-Rl

beschrieben. Dies stellt eine Geradengleichung der Form y = m-x+n mit dem Strom | als
unabhangiger und U als abhangiger Variabler dar. Mit zwei Messwertpaaren (U4, 1) und (Uz, I2)
lassen sich im Idealfall zwei Gleichungen bilden, aus denen die beiden gesuchten Parameter U,
und R; bestimmbar sind:

U, = U—-R;l,
Unter realen Verhaltnissen werden die Messungen aber mit unvermeidlichen Fehlern behaftet
sein, so dass das Ergebnis ungenau ist. Dieser Einfluss Idsst sich durch unbekannte Fehler e;

berticksichtigen, die z. B. durch Ungenauigkeiten bei der Spannungs- und Strom-Messung
entstehen:

U, = U —-Rili+e,

U, = U—R;l,+e,
Wenn man die Fehler ignoriert, erhalt man fehlerhafte Ergebnisse fur die Parameter. Unter der
Annahme, dass die Fehler zuféllig auftreten und Uber eine grdRere Anzahl betrachtet den

Mittelwert Null aufweisen, kann man aber weitere Messungen durchfiihren, so dass mehr
Gleichungen als Unbekannte vorhanden sein werden:

U, = U—Ril;+e,
U, = U,—Ryl,+e,
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Uy = U,—R/l tey

Wirde man je zwei Gleichungen hieraus zur Bestimmung der Unbekannten verwenden, erhielte
man jedes Mal ein anderes Ergebnis, je nachdem, wie grof3 die Fehler sind. Es ist also die Frage,
wie sich alle Gleichungen so zusammenfassen lassen, dass sich die Fehler wenigstens teilweise
aufheben. Das System ist allerdings iiberbestimmt und kann mathematisch nicht direkt geldst
werden.

Hinweis: In der Mechanik bedeutet ein Uberbestimmtes System, dass mehr Unbekannte als
Gleichgewichtsbedingung vorhanden sind. Es wird also aus der Sicht der Anzahl der GGBs darauf
geschaut, wahrend die Blickrichtung im vorliegenden Fall von der Anzahl der Unbekannten auf die
Zahl der Gleichungen geht.

Die Lésung erhalt man mit einem ,Trick®: Man bildet den Mittelwert der quadratischen Fehler
und sucht diejenige Losung flr die Parameter, fir die dieser Mittelwert minimal wird. Dies stellt
eine Extremwertaufgabe dar. Dazu werden die Gleichungen zunachst nach den Fehlertermen
aufgeldst und quadriert:

e, = U-U+R:l, —
ef = (U,—U,+R:1,)? = UZ+U2+(R,1,)°—2U,U,+2U,Rl,—2U R,

Uy = U,-Rilytey —
ey = (Uy—U+R: 1) = Ug+U2+(R,1,)°=2U U, +2U Rl —2U Rl

Der quadratische Mittelwert der Fehler berechnet sich dann aus
N
2 1 2 1 2 2
e’ = ﬁ;ei = N[ (U;—U AR L)+ o+ (Uy=U 4R )]

Die besten Schatzwerte Uq , Iii fir die beiden unbekannten Parameter U, , R; erwartet
man, wenn der quadratischen Mittelwert ein Minimum annimmt. Man muss also diejenigen
Schatzwerte Uq , R, ermitteln, fur die das erreicht wird. Dazu wird der obige Ausdruck partiell
nach Uq und R; abgeleitet und Null gesetzt. Die partielle Ableitung erfolgt genauso wie die

normale Ableitung, als Variable erscheint aber nur die GroéRe, nach der abgeleitet wird, alle
anderen sind als Konstante zu betrachten. Mit Hilfe der Kettenregel erhalt man:

oe’ 1

au. = N[z(U1—Uq+Ri-I1)-(—1) + o+ 2(Uy—U+Rel)(=1)] = 0
oe’ 1

R —[\1[2(U1—Uq+Ri-I1)-I1 + ..+ 2(UN—Uq+Ri-IN)-IN] =0

Man erhalt ein System aus zwei linearen Gleichungen fur zwei Unbekannte. Nach einigen
Zwischenrechnungen (Ubungsaufgabe !) ergeben sich als Lésungen Ausdriicke von Mittelwerten:

L U+
U, = U+R/T, = Ut —5——

Man beachte, dass es sich hier um Schatzwerte fir die tatsachlichen Parameter handelt. Die
wirklichen Werte sind prinzipiell nie genau bekannt. Das Verfahren heif3t lineare Regression und
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eignet sich auch
«  fUr mehr als zwei Parameter
« fir beliebige funktionale Zusammenhange, sofern die Parameter nur linear darin
vorkommen, also z. B. fir y(x)=a-x’—b-x’+c-x+d

Ahnlich wie bei der Berechnung von Schwerpunkten in der Mechanik kann man sich hier die
Bestimmung der Parameter vereinfachen, wenn man ein Schema zu Hilfe nimmt. Als Beispiel dient
die zuvor abgeleitete Regression fir die Parameter-Bestimmung der Spannungs-Strom-Kennlinie:

Messung Ii Ui Ui 'Ii |i2 €;
Nr. Al V] V]
zur Simulation verwendeter Fehler,
der aber in Wirklichkeit unbekannt
ist!
1 0,0 9,9 0,0 0,0 -0,1
2 1,0 9,2 9,2 1,0 0,2
3 2,0 7.8 156 4,0 -0,2
4 3,0 7.1 21,3 19,0 0,1
Mittelwert | 1,5 8,5 11,52 | 3,5 0
5
A _U'I+U'T — .
R = ._2. _2. i _ 11,525+8,§ 1,5 — 0980
17— 3,5-1,5

A

U, = U+R:I, = 8,5+0,98-1,5 = 9,97V
Die hier zugrunde gelegten ,wirklichen* Werte sind R=1Q und U,=10V . Wenn man z. B.
nur die Messwertpaare Nr. 1 und N[. 2 verwendet, erhalt man aus dem linearen Gleichungssystem

die Losungen R=0,7Q und U ,=9,9V (nachprifen!)

Ubung: Bestimmen Sie die Parameter mit den Messwertpaaren

a) Nr.1undNr. 3 (Losung: §i=1,059 Uq=9,9V )
b) Nr.1und Nr. 4 (Lésung: R=0,93Q U ,=9,9V
c) Nr.2undNr. 3 (L6sung: §i=1,4Q 0q=10,6V
d) Nr.2undNr. 4 ?

€) Nr.3undNr. 4 ?

Die Ergebnisse sind alle unterschiedlich und es gibt kein Kriterium daflir, welches dasjenige mit
dem kleinsten Fehler sein kénnte. Daher ist das Uber die lineare Regression ermittelte das ,Beste”
im Sinne des kleinsten mittleren quadratischen Fehlers, allerdings nur dann, wenn angenommen
werden kann, dass der arithmetische Mittelwert der Messfehler mit wachsender Zahl der
Messungen gegen Null geht. Oft ist diese Voraussetzung gegeben, bedarf aber zunachst der
Uberpriifung. Dies stellt eine der Aufgaben der Messtechnik dar, auf die hier nicht eingegangen
wird.
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13 Numerische Fehler bei der Losung von Gleichungssystem

AulBer den im vorigen Kapitel angesprochenen Messfehlereinflissen auf ein berechnetes
Zahlenergebnis gibt es auch Fehler, die wegen der endliche Stellenzahl in Digitalrechnern
auftreten. Zwei Hauptgrinde:

- Da Digitalrechner im Bindrsystem rechnen, lassen sich Zahlen, die im Dezimalsystem
endlich viele Stellen aufweisen, im Binarsystem oft nicht mit endlich vielen Stellen angeben.
Dann bringt auch die zu Lasten der Rechenzeit immer mdgliche beliebige Erweiterung der
Stellenzahl keine exakte Ldsung (Hinweis: Man denke daran, dass man praktisch mit
jedem Mikrocontroller beliebig lange Binarzahlen durch Zuordnung einer entsprechenden
Anzahl von Bytes realisieren kann und sich hierfir in Assembler-Sprache alle
Rechenoperationen wie Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division programmieren
lassen).

Z. B. ist die Dezimalzahl 0.4 als Binarzahl nicht durch eine endliche Summe von Zweier-
Potenzen darstellbar und muss gerundet werden:

04 = 22+2°%42°%274 .. = 0.25+0.125+0.015625+0.0078125+ ...

Das theoretische Ergebnis nahert sich in Binardarstellung dem Wert 0.4 zwar beliebig an, erreicht
ihn aber nicht exakt. Bei endlicher Stellenzahl muss man sich daher immer mit einer Naherung
begnigen. Als Versuch kann man mit MATLAB einmal die einfache Rechnung 1.0-04-04-04
durchflihren lassen. Als Ergebnis erwartet man selbstverstandlich den Wert 0, aber ... ?

Diese Eigenheit ist elementar und Iasst sich prinzipiell auch durch Erhéhung der Stellenzahl
nicht beseitigen, man kann auf Kosten der Rechenzeit nur die Auswirkung auf die
Genauigkeit vermindern.

- Viele Zahlen, wie z. B. /2 als irrationale Zahl oder Tt als transzendente Zahl, sowie die
Ergebnisse elementarer Funktionen wie sin(x), €%, In x usw., sind sogar in keinem
Zahlensystem mit endlich vielen Stellen darstellbar. Sie missen also immer gerundet
werden, so dass auch alle Ergebnisse, in die sie eingehen, gerundet und damit ungenau
sind.

Die Lage entwickelt sich umso unginstiger, je ofter Rechenoperationen mit Rundungen
hintereinander ablaufen. Bei der Lésung von Gleichungen mit mehreren Unbekannten kann das
zu vollig unbrauchbaren Ergebnissen flhren. Leider ist dies nicht ohne weiteres erkennbar. Man
bendtigt also Kriterien, welche eine Beurteilung der Zuverlassigkeit gestatten.

Eine Méglichkeit besteht in der Analyse der Eigenwerte eines Gleichungssystems. Man erhalt sie
u. a. aus der Systemmatrix Uber deren Determinante. Ein System mit n Gleichungen hat n solcher
Eigenwerte. Mit ihrer Hilfe lasst sich folgende Aussage treffen:

Je mehr sich die Eigenwerte im Betrag unterscheiden, umso unzuverldssiger wird die
Lésung des Gleichungssystems sein, wenn mit endlicher Stellenzahl gerechnet wird, was
bei realen Rechnern immer der Fall ist.

Bevor auf die mathematische Erlauterung der Eigenwerte eingegangen wird, betrachten wir
zunachst ein Beispiel.

13.1 Beispiel: Berechnung der Eigenwerte eines Systems 2. Ordnung

Am Beispiel eines Systems von zwei linearen Gleichungen lasst sich die Bestimmung der
zugehdrigen zwei Eigenwerte verdeutlichen, siehe auch Kapitel ???. Das Gleichungssystem mit
den beiden Unbekannten x; und x. hat den Aufbau

a-x,+b-x,=c

d-x,te-x,=f .
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Als Spaltenvektordarstellung kann man es auch in folgender Matrixform schreiben:
a b||x, C .
: = A-x=y .
ld e] [XJ lf] oder abgekurzt y

Die Eigenschaften des Systems, welche die Genauigkeit einer numerischen Lésung beim Rechnen
mit endlicher Stellenzahl beeinflussen, ,stecken® ausschlieBlich in den Eigenwerten A der
Systemmatrix A. Man erhalt diese, wenn man von A zunachst die Eigenwertmatrix A-l abzieht,
wobei | die Einheitsmatrix darstellt:

y1 _ |labl |10 _lab] |[ANO|_|(@a-A b
S R P N I ey

Hiervon bildet man die Determinante und setzt sie auf O:
(a—A) b
d (e—2)

Dies ist eine quadratische Gleichung in A, auch charakteristisches Polynom der Matrix A
genannt,

Det(A—A'l) = Det([ ]) = (a—\)-(e=A)—bd = 0

N’ —(a+e)A+a-e—bd = 0
Sie hat die Losungen

2
N, = a;ei\/ a;e —a-e+b-d
Das Betragsverhaltnis
N
A

gestattet RUckschlisse auf die zu erwartende Genauigkeit der numerischen Ldsung des
Gleichungssystems. Um sich einen Eindruck zur Eignung dieses Kriteriums verschaffen zu
kénnen, wird fir eine Ubungsaufgabe angenommen, dass die Unbekannten die Werte

X;=1 und X,=1 haben.
Die Parameter sollen sein
a=1
b=1-10""°=0.000 000 000 1
d=1
e=2-10"°=0.000 000 002
Mit den beiden Unbekannten ergeben sich die rechten Seiten daraus als
c=1-1+1-10""°-1=1.000 000 000 1
f=1.1+2-10""1 =1.000 000 002
Fragen und Aufgaben:

a) Berechnen Sie Uber irgendein aus ,Mathematik 1“ bekanntes Verfahren die Unbekannten
durch Handrechnung (es muss das exakte Ergebnis herauskommen)

b) Berechnen Sie die Unbekannten gemafR a), wenn die Rechengenauigkeit auf 9
Nachkommastellen begrenzt wird ( man muss die Ergebnisse also kaufmannisch runden).
Kommt die exakte Losung heraus? Wenn nein, wie grol} ist die prozentuale Abweichung?
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c) Berechnen Sie die Unbekannten mit Hilfe Ihres Taschenrechners. Ergebnis?
d) Berechnen Sie die Unbekannten mit Hilfe von MATLAB. Ergebnis?
Hinweis: Geben Sie im Command-Window die Matrix A und den Vektor y ein:
A =11, 1071, 2.1077]
y = [1+107°;1+2-107°]
Dabei unterschiedliche Wirkung von Komma und Semikolon beachten! Kommas trennen
Elemente in einer Zeile, ein Semikolon beendet die aktuelle Zeile.
Probieren Sie nun folgende Eingaben und vergleichen Sie die Ergebnisse:
x=1inv(A) *y
x=Aly
e) Berechnen Sie die beiden Eigenwerte und stellen sie das GroRenverhaltnis fest (ein sehr
groRes bzw. sehr kleines Verhaltnis signalisiert numerisch bedingte Ungenauigkeiten).
(Lésung: N=2 , A,=9.5-107"° )
Hinweis: In MATLAB kdnnen die Eigenwerte mit eig(A) bestimmt werden.
Das beschriebene Verfahren eignet sich fiir beliebige Anzahlen von linearen Gleichungen. Immer
geht es darum,
- das charakteristische Polynom in den Eigenwerten A; aufzustellen,

+ die Nullstellen zu bestimmen (= Eigenwerte)

« das Betragsverhaltnis der groften zur kleinsten Nullstelle (des grofiten zum kleinsten
Eigenwert) zu ermitteln.

GrolRe Betragsverhaltnisse der Eigenwerte lassen wegen der begrenzten Stellenzahl rechnerische
Ungenauigkeiten bei der Lésung des Gleichungssystems erwarten. Die Ungenauigkeiten kénnen
die Lésung vollig unbrauchbar machen. Im obigen Beispiel ist das Betragsverhaltnis mit

?\1 9

— = 211

A\, 0
sehr grofd und damit sehr schlecht. Es lasst keine zufriedenstellende Genauigkeit erwarten. Das
Gleichungssystem hat dann einen schlechte Kondition. Fir die Verbesserung der Genauigkeit
musste man

» die Stellenzahl erhéhen (= beim Mikrocontroller die Anzahl der Bytes zur Darstellung der
Operanden vergroRern),

- oder — was oft wirksamer ist — einen weniger anfalligen Algorithmus wahlen. Dies gehort zu
den Aufgaben der numerischen Mathematik. Bei Mathematikpaketen wie MATLAB
werden oft bereits ,unempfindliche“ Verfahren verwendet.

Bei MATLAB lasst sich Uber die Funktion cond(A) die Kondition direkt berechnen und bietet somit
ein Hilfsmittel zur Beurteilung der erzielbaren Genauigkeit.

Hinweis: Die direkte Aufstellung des charakteristischen Polynoms in der gezeigten Weise ist
ihrerseits anfallig fir numerische Ungenauigkeiten, was sich insbesondere in den
Polynomkoeffizienten zeigt. Sind diese ungenau, wirkt sich das auch nachteilig auf die Genauigkeit
der Nullstellen aus. Es gibt aber numerisch zuverldssige Wege, um die Polynomkoeffizienten fur
grolte Systeme ausreichend genau zu bestimmen, z. B. das Verfahren nach Hessenberg. Die
Berechnung der Nullstellen selbst ist viel weniger anfallig gegen Ungenauigkeiten.
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14 Eigenwerte und Eigenvektoren Il

Als nachstes soll geklart werden, was die Eigenvektoren einer quadratischen Matrix sind. Zwar
werden sie in der Ingenieurtechnik weniger haufig als die Eigenwerte gebraucht, stehen damit aber
in unmittelbarem Zusammenhang, weshalb es sich lohnt, zu wissen, was es damit auf sich hat. An
einem Beispiel Iasst sich ihre Eigenschaft zeigen. Das bereits verwendete Gleichungssystem aus
Kapitel ??? enthalt den unbekannten Vektor x.

a b||x, C
. — A‘X =
[d eHxJ H oder y
Man sucht nun Ldsungen fir x, welche als rechte Seite wieder den Vektor x, aber skalar
multipliziert mit ,seinem” Eigenwert A ergeben:

o] -

Allgemein bewirkt die Multiplikation eines Vektors x mit einer regularen (= invertierbaren) Matrix A
eine Drehstreckung von x so, dass diese den Vektor y ergibt. Ist aber x ein Eigenvektor, so erfolgt
durch die Transformation mit A keine Drehung von X, sondern nur eine Streckung um den Betrag
des zugehdrigen Eigenwertes A . Erinnerung: Eine orthogonale Matrix bewirkt nur eine Drehung,
keine Streckung.

X
X,

] oder A-X = AX .

Wie lassen sich nun die Eigenvektoren berechnen? Bringt man die rechte Seite nach links, so fuhrt
das auf eine zur Bestimmung der Eigenwerte verwandte Darstellung:
0
= A '-X =

ol e AR o R i

Da die rechte Seite Null ist, liegt ein homogenes Gleichungssystem vor. Man kann es nur l6sen,
wenn die Matrix A' singular ist, d. h. die Determinante Null besitzt. Das wird aber gerade durch die
in A" ,eingebauten” Eigenwerte sicher gestellt, sieche Kapitel 13.4.1. In singularen (n x n) Matrizen
gibt es dann wenigstens zwei linear abhangige Zeilen.

Ein Beispiel: Die Matrix

-2 5

Fir A,=3 erhalt das homogene Gleichungssystem die Form

o [ 2]l B

' -2 2
Bei der Losung - z. B. mit dem Gauf3schen Algorithmus - tritt die Besonderheit auf, dass die beiden
Zeilen von A' linear abhangig sind (dies ist die Bedingung fur die Losbarkeit eines homogenen
Gleichungssystems Uberhaupt!). Zieht man die obere von der unteren Zeile ab, andert sich die
rechte Seite wegen der Nullelemente nicht und es ergibt sich

. -1 1[|X 0
A'x, = |17 =
§ [ 0 01 [xz [0]
Eine der beiden Komponenten von x kann willkiirlich festgelegt werden, z. B. x; = 1. Dann ergibt
sich wegen der ersten Gleichung —X;+X, = 0 die zweite Komponente als x, =1. Die Lésung

A = l 2 1] hat die beiden Eigenwerte \,=3 und A,=4
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erfiillt auch die zweite Gleichung 0-X;+0-X, = 0 und damit das homogene Gleichungssystem
insgesamt. X, ist der gesuchte Eigenvektor zum Eigenwert A;=3 . Allerdings erfiillt auch

jeder mit einem Skalar k multiplizierte Eigenvektor k‘XM das Gleichungssystem, so dass es

unendlich viele Lésungen gibt. Alle homogenen Gleichungssysteme weisen diese Besonderheit
auf.

Fir A,=4 hat das homogene Gleichungssystem die Form

wo = 12 1]

Fur die Lésung wird wegen der linearen Abhangigkeit zunachst wieder die zweite Zeile eine Null-

Zeile:
oo -2 1][x] _ Jo
A, = lo 0] H M

Setzt man willkiirlich x; = 1, so ergibt sich wegen —2:X,+X, = 0 die zweite Komponente als
Xo=2. Die Lésung

“ =

erfillt auch hier die zweite Gleichung 0-X;+0-X, = 0 und damit das homogene
Gleichungssystem insgesamt. X, ist der gesuchte Eigenvektor zum Eigenwert \,=4

Wiederum erfillt jeder mit einem Skalar m multiplizierte Eigenvektor M-X, das Gleichungs-
system ebenfalls.

Hinweis: Die beschriebenen Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren lassen
sich in gleicher Weise fur beliebige lineare (n x n)-Gleichungssysteme durchfihren. Eine
Handrechnung ist jedoch meistens muhsam und auch gar nicht erforderlich, da Mathematikpakete
wie MATLAB oder Scilab hierfir optimierte Funktionen bieten, die man haufig insbesondere bei der
Bearbeitung technischer Aufgabenstellungen zur Bestimmung der Eigenwerte braucht .

Ubung: Das obige Beispiel soll mit MATLAB bearbeitet werden. Man gibt im Command-Window
A=[2, 1;-2, 5]
ein, dabei Wirkung von Komma und Semikolon beachten! Die Berechnung der Eigenwerte erfolgt
mit
eig(A)
Eine Bestimmung des charakteristischen Polynoms als Zwischenergebnis ist hier nicht
erforderlich.

14.1 Technische Bedeutung von Eigenwerten

Die Kenntnis der Eigenwerte eines technischen Systems hat groRe Bedeutung fur die damit in
Zusammenhang stehenden Aufgabenstellungen. Ein Beispiel: Ein Feder-Masse-System befindet
sich zunachst im Ruhezustand. Die Vertikallage x der Masse hat den Wert x = 0.

Zum Zeitpunkt t = 0 wird die Masse m um den Betrag x = - X, hach unten ausgelenkt und sich dann
selbst Uberlassen. Die Feder mit der Federkonstanten c; zieht die Masse zunachst nach oben.
Wenn die in der Feder gespeicherte potenzielle Energie verbraucht und vollstandig in kinetische
Bewegungsenergie der Masse umgewandelt ist, hat die Masse ihre hochste Position erreicht. Sie
beginnt nach unten zu fallen und ,l&dt“ dabei die Feder wieder mit potenzieller Energie auf.
Zugleich wird wegen des Luftwiderstandes und der Verformungsarbeit etwas Energie in Warme
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umgewandelt und dem System fur die weitere Bewegung entzogen. Die Bewegungen werden
schwacher, irgendwann tritt Stillstand ein.

Der ganze Ablauf ist eine gedampfte Schwingung. Sie lasst sich durch die Differenzialgleichungen
fur die Bewegung beschreiben. Mit

X = x(t) fur die Lage
X = x(t) fur die Geschwindigkeit
X = x(t) fur die Beschleunigung

stehen die an der Masse angreifenden Krafte Uber die Differenzialgleichung
_m'X_kR'X_Cf'X:O
im Gleichgewicht. Dabei bedeutet m die Masse, kr ist die Reibungskonstante fir eine bremsende,

geschwindigkeitsabhangige Kraft und c; die Federkonstante. Mit den Zustandsvariablen (sie
beschreiben den potenziellen und kinetischen Energiezustand des Systems)

X; = X = Xx(t)
x, = X = x(t)

kann diese Differenzialgleichung in Matrixform dargestellt werden:
0 1 X
= Cf kR .[ 1

Die Eigenwerte der Systemmatrix A bestimmen dabei die Periodendauer T der Schwingung und
das Mall der Dampfung. Bei Differenzialgleichungen héherer Ordnung geben die Eigenwerte
entsprechend mehrere Eigenschwingungsformen und Dampfungen an. Fir die Analyse eines
technischen Systems sind sie deshalb von grof3er Bedeutung.

Ist im Beispiel Cf=1l%] , m = 1[kg] und kg = 2[%] , dann wird

oder X = A-x .

1 -2

Bei dieser Dimensionierung fiihrt das Feder-Masse-System Uberhaupt keine Schwingung aus,
sondern ,kriecht® in die Ruhelage:

A = [_0 1] mit den Eigenwerten N,=—1 und A,=-1

Feder—Masse —System, x[0]= —0.1m, ce= 1,k = 2
0.05
0.025

] r_—
_0.025 il n
P
_0.05
-0.075 /

-0

Macht man die Federkonstante um das Doppelte ,steifer” z.B. durch einen héheren E-Modul des
Federmaterials, dann wird

cf=2[ﬁl und A = lo 1
m

_o _2] mit N=—T1+] | A,=—1—]
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% Feder-Masse—System, x[0]= -0.1m, =2, k=2

0.05
0.025
: ——— t
-0.025 A 4 p
_0.05 /
—0075 /
—01

Die Eigenwerte sind hier konjugiert komplexe Zahlen (siehe Kapitel ??7?) und verweisen nun auf
eine stark gedampfte Schwingungen mit sehr geringem ,Uberschwinger® des Feder-Masse-
Systems:

Halbiert man zusatzlich die Reibungskonstante, z. B., in dem man der Masse durch Spoiler in
Bewegungsrichtung eine ,windschnittigere® Form verleiht, dann wird

ae[NT [N fo 1]
kR—O.S[ml , Cf—Z[m] und A = [_2 _0.5] mit den Eigenwerten

N,=—0.25+14] , \,=—0.25—1.4]

* Feder-Masse—System, x[0]= -0.1m, ;= 2, k =05
0.03 =
-0.025 /| i 10
-0.08 /
—-0.075 I
-0
Auch hier sind sie konjugiert komplexe Zahlen und bewirken eine schlecht gedampfte Schwingung:

Schlussfolgerung: Lasst sich also das Verhalten eines technischen Systems durch Gleichungen
beschreiben (Kraftegleichgewicht, Kirchhoffsche Gesetze, chemische Reaktionsbilanzen usw.), so
kann man die Parameter wie Massen, Federkonstanten, Widerstande und andere in einer
Simulation zunachst rechnerisch so verandern, dass das System bereits das gewlinschte
Verhalten zeigt. Z. B. probiert der Konstrukteur eines aktiven Dampfungssystems fir ein Fahrzeug
schon ,im Buro* verschiedene Einstellungen der Parameter aus, ehe er mit dem realen Fahrzeug
auf die Teststrecke geht. Dies erspart Zeit und Kosten und mindert Sicherheitsrisiken.

Aber Vorsicht: Die Eignung eines technischen Systems erweist sich immer erst mit dem Verhalten
des realen Objektes. Technische Beschreibungen mit Hilfe von Gleichungssysteme koénnen
ungenau und fehlerhaft sein, so dass daraus falsche Schliisse gezogen wuirden. Simulations-
ergebnisse missen daher

« sorgfaltig auf technische Plausibilitat gepruift

« mit bereits vorhandenen Ergebnissen realer, dhnlicher Anordnungen verglichen,
« und durch Anpassen und Verandern der beschreibenden Gleichungen verbessert
werden.

15 Totales Differenzial und partielle Ableitungen

Wenn eine Gleichung oder Funktion von mehr als einer Variablen abhangt, z. B.
2x

z = f(x,y) = xX*(4-y+1)=sin(y)e > ,
kdénnen u. A. die Antworten auf folgende Fragen interessieren:
+  Wie grol} ist die Steigung der Funktion z abhangig von x bei konstantem y?
«  Wie grol} ist die Steigung der Funktion z abhangig von y bei konstantem x?
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e
S0

e
i

- Wie grof} ist die Steigung der Funktion z abhangig von x und y? Als Diagramm kann man
diese Funktion nur dreidimensional darstellen. Die beiden unabhangigen Variablen x und y
spannen eine Ebene auf, der Funktionswert z erscheint als ,Gebirge” darlber:

Ein Beispiel ist die Temperaturdarstellung der Wetterkarte Europas. Legt man den Nullpunkt eines
dreidimensionalen Koordinatensystems nach Paris, die Achsenorientierung fir x in Ost-
Westrichtung, fir y in Nord-Sidrichtung und z von unten nach oben, so kann jedem Punkt am
Boden eine Temperatur zugeordnet werden, die sich als Raumflache Uber der x-z-Ebene darstellen
l&sst. Halt man y auf einem konstanten Wert fest, z. B. y = 0, dann ergibt sich in der Nord-Sud-
Richtung von Paris eine gewodhnliche zweidimensionale Funktion in der Schnittebene y = 0.

Bei der oben angegebenen Funktion ware es
2

z = f(x,y=0) = x° ,

in der Schnittebene y =1
2x

z = f(x,y=1) = x*5—sin(1)-e
und in der Schnittebene x = 0
z = f(x=0,y) = —sin(y)

Eoay=0) Iz, y=1) I zx=0%)
il 1

60
4 A0 -2 1 12 3

Die Antwort auf die ersten beiden Fragen wird mit Hilfe der partiellen Ableitung gegeben: Man
differenziert z nach einer der Variablen und behandelt die Ubrigen als Konstanten. Um diese Art
der Ableitung von der normalen zu unterscheiden, wahlt man spezielle Differenzialoperatoren,
ansonsten andert sich nichts:

0z —2x

X 2-x-(4-y+1)—(—2)-sin(y)-e (y wird als Konstante behandelt)

Firy = 0 ist die partielle Ableitung einfach die Tangente an der Funktion z = f(x,y=0) = X2

USW.
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2 (x wird als Konstante behandelt)

Will man den Einfluss beider Variablen auf z ausdriicken, verwendet man das totale Differenzial
dz:
0z oz
dz = —-dx + —-dy ,
0X oy y
wobei die partiellen Ableitungen an der Stelle eines Arbeitspunktes z, flr x = xo und y = yp
genommen werden:

z, = f(X¥o)
dz = [2:%(4yo+1)=(=2)sin(y)}-e >} dx + [x5-4—cos(y,)-e *|-dy

Diese Form ist eigentlich eine Taylorreihen-Entwicklung fur z um z, und wird bei der Linearisierung
nichtlinearer Funktionen haufig gebraucht. Das totale Differenzial stellt die Steigung der
berthrenden Ebene in jedem Punkt der dreidimensionalen Funktion

z = f(x,y) = x*(4-y+1)-sin(y)-e * dar.

Fur die im nachsten Kapitel behandelten Linearisierungen werden die nichtlinearen
Funktionsverlaufe von z einfach durch die berihrenden Geraden oder Ebenen in festgelegten
Arbeitspunkten ersetzt.

16 Linearisierung um Arbeitspunkte nichtlinearer Gleichungen

In der Ingenieurtechnik bevorzugt man lineare Beschreibungen und lineare Gleichungen der
Systeme in den Variablen (Krafte, Spannungen usw.), da die Auswertung dann in verschiedener
Hinsicht verhaltnismaRig einfach bleibt. Leider gibt es aber viele technische Anordnungen, die sich
nichtlinear verhalten. Man kann dann versuchen, unter einschrankenden Voraussetzungen
trotzdem lineare Zusammenhange herzustellen. Hierbei lassen sich zwei Falle unterscheiden.

Fall a: Die Gleichung oder Kennlinie wird nur durch eine einzige Variable beschrieben.
Die Strom-Spannungs-Kennlinie einer Halbleiter-Diode z. B. verlauft nach einer e-Funktion:

In2.Y

| = Iy %—1)

Bei U=0 flie3t kein Strom, bei U = Uy hat der Strom den Wert |,. Der Widerstand ist allerdings nicht
konstant, sondern hangt von der an der Diode liegenden Spannung ab: Je héher die Spannung,
desto kleiner der Widerstand, bzw. desto groRer der Leitwert

In2- Y

1 | (e % 1) )

R U U
Mit der nichtlinearen Strom-Spannungskennlinie (linkes Diagramm) lasst sich z. B. ein
spannungsgesteuerter Widerstand, ein sogenanntes Potentiometer, realisieren, wenn man nur
kleine Auslenkungen der Spannung U um einen Arbeitspunkt Ux herum gestattet. Dann legt man
im Punkt (I,Ux) eine Tangente an die Kennlinie (rechtes Diagramm) und betrachtet deren Steigung
als differenziellen Leitwert G¢. Die Steigung der Tangente erhalt man, wenn man die
Kennliniengleichung nach U ableitet und in den entstandenen Ausdruck den Wert U = Uy fUr den
Arbeitspunkt einsetzt.

dl d(lo'(elnziu%—1 ))

G = qu du
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Diodenkennlinie | =I(J)

I =iuy, L Uy =204

Y

ey
+ - 0s 1.5 2 25 3

Der differentielle Leitwert G, im Punkt U = Uy ist dann (Kettenregel!)

( In2<U£0 ) U,
o - [d]_|dlele “=1]} _ | 2 "
© ldu, du o U

Im rechten Diagramm oben ist griin die Gerade fur den Arbeitspunkt (Uxs = 0.5V, I« = 0.41 A) und
rot die Gerade fir (U = 2 V, I = 3 A) eingetragen. (Frage: Wie kommen die Werte fir diese
Arbeitspunkte zustande?). Zu beachten ist der Unterschied zwischen den absoluten Leitwerten in
den Arbeitspunkten und den dort vorliegenden differentiellen Leitwerten.

Die absoluten Leitwerte sind

uk1 Uk2
die differenziellen Leitwerte
G,, = 0.98[Siemens] und G, = 2.78[Siemens]

Fur grélere Arbeitspunkt-Spannungen wachst hier also der differenzielle gegeniber dem
absoluten Leitwert an. Kleine Spannungsveranderungen an der Diode bewirken je nach
Arbeitspunkt in einem kleinen Gebiet um diesen Arbeitspunkt herum unterschiedliche
Stromveranderungen. Durch Einstellen eines bestimmten Arbeitspunktes (U, lk) lasst sich so fur
kleine ,Spannungsausschlage“ der Strom verandern — was an einem normalen ohmschen
Widerstand nicht moglich ist. Dieses Verhalten kann z. B. zur spannungsgesteuerten
Lautstarkeregelung bei einem Verstarker genutzt werden. Man bendtigt dann keinen
mechanischen Dreh- oder Schiebewiderstand.

Ubung: Fiir Uy =1V, |, = 1.0 A berechne man
a) den Widerstand und Leitwert der Diode bei U = U,
b) den differentiellen Widerstand und Leitwert bei U = U,

c) den Widerstand und Leitwert der Diode bei U = 3 U,
d) den differentiellen Widerstand und Leitwert bei U = 3U,

G(h) = 0.83[Siemens]  und G(k) = 1.5[Siemens] |,

Fall b: Die Gleichung oder Kennlinie wird durch mehr als eine Variable beschrieben.
Als Beispiel dient ein Fliehkraftpendel, wie es vom Erfinder der Dampfmaschine, James Watt, als
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Regler fur die Drehzahl eingesetzt wurde. Mit steigender Drehzahl wird die Masse des mit der
Welle verbundenen Pendels durch die Zentrifugalkraft F, nach auf3en gedriickt und drosselt dabei
Uber ein Ventil die Dampfzufuhr. Dadurch stellt sich nach einer kleinen Ubergangszeit eine
konstante Drehzahl w, ein (die man durch Verschieben der Masse auf der Pendelstange wahlen
kann).

o

Die Regelungstechnik zeigt, dass das
Eigenverhalten eines solchen Reglers den Regelvorgang entscheidend beeinflusst. Es kann
passieren, dass je nach Konstruktion des Reglers die Drehzahl nur sehr langsam ausgeregelt wird
oder im anderen Fall anfangt, zu schwingen. Beides muss natirlich vermieden werden. Dafur ist
die Kenntnis des Eigenverhaltens erforderlich. Man erhdlt es z. B., in dem man die
Gleichgewichtsbedingungen der am Pendel um seinen Drehpunkt angreifenden Momente bildet.
Diese entstehen durch folgende, am Hebelarm | zwischen Drehpunkt und Massenschwerpunkt
wirkenden Kréafte:

- Zentrifugalkraft F,=mr-w’ = mr+lsin(a)]-w?
«  Schwerkraft F,=m-g

. Dampfungskraft Fo=kg &

+  Tragheitskraft F=m|& .

Hinweis: Man beachte den Unterschied zwischen der Drehung der Achse des Pendels,
welche durch die Drehung der Dampfmaschinenwelle mit der Winkelgeschwindigkeit w
bewirkt wird und die Drehung des Pendels um seinen Befestigungspunkt, ausgedrickt
durch den Winkel o .

Es ist
. o der Winkel zwischen Drehachse und Masse m,

. & die Winkelgeschwindigkeit, d. h. die Geschwindigkeit, mit der sich der Winkel
verandert,

. & die Winkelbeschleunigung, d. H, die Geschwindigkeit, mit der sich die
Winkelgeschwindigkeit verandert,

. ro der Abstand der Massenschwerpunktes von der Drehachse, wenn sich das Pendel nicht
gedreht wird,

+  kr der Dampfungsfaktor,

. w Winkelgeschwindigkeit der Drehung des Fliehkraftpendels (durch die Welle der
Dampfmaschine.

Die Momentensumme ergibt folgende Differenzialgleichung (siehe auch Kapitel ??7?) fir den
Winkel o :
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Myesamt = —Fel—=Fg1=Fgl-sina+F, l-cosax = 0
oder nach Division durch I:
Foesamt = —Fi—F4—Fgsina+F,-cosac = 0 oder
k . r .
&+m—R|-é(+|g-smu— T0+Sln(x .w?-cosx = 0

Da der Winkel o« nur als Argument in der Sinus- und Cosinus-Funktion auftritt, ist diese
Gleichung nichtlinear. Die stationaren Betriebspunkte (OLO,(DO) erhalt man, wenn die
zeitabhangigen Variablen &=0 und &=0 gesetzt werden (keine Pendelbewegung)

9 o
| |

und man die verbleibende nichtlineare Gleichung z. B. Giber

+sm(xo) .cosx-w; = 0

-Sinx,—

I6st (MATLAB oder Scilab).
m
Fir 1=0.5m , r,=025m |, g = 9.81[?] ergibt sich folgende Kennlinie zwischen dem

stationaren Winkel &, und der Winkelgeschwindigkeit w, der Drehachse:

aole o] [7] Kennlinie Fliehkrattpendel o = flwg)
" /""’-—_-—--
60 /

Y

1/
7

] el

1
20 40 60 ao 100 3

Um jeden stationdren Betriebspunkt A, = (&, w,) der Kennlinie lasst sich die nichtlineare
Differenzialgleichung nun durch Bildung des totalen Differenzials um kleine Veranderungen

A&k , Ak , Ax und Aw
herum linearisieren:

dF = dF (A&, Ad( A(x Aw)

gesamt

OF )
= £|A0'A0‘+ |A0A0‘+ |A0A + |A0A(Jo =0

Man erhalt eine lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung (we|I der Winkel mit der zweiten
Ableitung nach der Zeit enthalten ist):
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Kg

m-|

g o 2 . 2 2 A
—-COSOLO+T-wO~S|no<0—u)0'COS K [fA X

‘A &+ |

A&+

= 2wy COS Xy

o .
T+ sinog |-A w

Obwohl sie kompliziert aussieht, sind die meisten darin vorkommenden Teilausdricke konstante
Grolen:

Agdt+a-A&+b-Ax = c-Aw

Differenzialgleichungen dieses Typs lassen sich leicht I6sen. Aullerdem gibt es fir lineare
Differenzialgleichungen des Regelkreises ,Dampfmaschine und Regler* genaue Vorschriften zur
Auslegung des Reglers (hier fur seinen konstruktiven Aufbau), damit der Regelkreis insgesamt
optimal arbeitet und weder zu langsam ausregelt noch das System zu Schwingungen der Drehzahl
bringt. Fir nichtlineare Beschreibungen ist dies nur eingeschrankt und oft tberhaupt nicht in
einfacher Weise maoglich. Hierin liegt der gro3e Vorteil der Linearisierung.

17 Lineare Differenzialgleichungen

Fur das Lésen von linearen und nichtlinearen Gleichungen besteht die notwendige Bedingung
darin, dass es fir n Unbekannte wenigstens n unabhdngige Gleichungen geben muss.
Hinreichend ist dies allerdings nicht. Insbesondere kann ein Gleichungssystem generell unlésbar
sein, unter anderem bei nichtlinearen Gleichungen (aber Vorsicht, man muss unterscheiden
zwischen einer generellen Unldsbarkeit und der Unlésbarkeit in geschlossener Form als Formel; in
letzterem Fall findet man trotzdem immer eine numerische Losung, siehe etwa bei
Polynomgleichungen). Andererseits lassen sich Ldsungen auch dann finden, wenn es mehr
Gleichungen als Unbekannte gibt, siehe etwa Kapitel ??? zur Fehlerausgleichsrechnung (= lineare
Regression). In allen diesen Fallen besteht die Aufgabe darin, als Lésungen fir die Unbekannten
diejenigen Zahlenwerte zu ermitteln, welche die Gleichungen erflllen.

Eine weitere Variante liegt vor, wenn statt eines Wertes fir die unbekannte GrélRe x in den
Gleichungen

4-x=1 oder sin(4-x)=0.7 oder x’°+2-x—3=0
eine Funktion y(x) gesucht wird, die mit ihren Ableitungen y'(x), y"(x) Uber Gleichung der Form
4.y"+3y'+y=2
verknlpft ist. Solche Gleichungen heilRen daher Differenzialgleichungen, abgekurzt DGL. Es
geht hier bei der Losung also nicht um die Ermittlung eines passenden Zahlenwertes. In der
Ingenieurtechnik treten solche DGLs sehr haufig auf, weshalb man die prinzipiellen

Lésungsmethoden bendtigt. Sie sind sehr umfangreich und bilden ein eigenes Gebiet der
Mathematik. Man unterscheidet

+ Gewohnliche Differenzialgleichungen flir Funktionen y(x) einer einzigen unabhangigen
Variablen x: Sie enthalten nur die zu ermittelnde Funktion y(x) selbst und ihre gewdhnlichen
Ableitungen y'(x), y"(x) usw. Sie gliedern sich in:

o Gewohnliche lineare DGLs mit konstanten Koeffizienten. Diese enthalten die Funktion
y(x) und ihre Ableitungen nur linear, wie in  4-y''+3-y'+y=2 , also nicht als Quadrate
oder andere nichtlineare Ausdriicke. AuBBerdem sind die Koeffizienten konstante
Zahlenwerte und nicht von x abhangig.

° Gewdhnliche lineare DGLs mit nicht konstanten Koeffizienten. Auch diese enthalten die
Funktion y(x) und ihre Ableitungen nur linear, die Koeffizienten kénnen aber lineare
Ausdriicke der unabhangigen Variablen x sein, wie in  4-x-y"'+3-y'+y=2 .

° Systeme gewohnlicher linearer DGLs mit konstanten oder nicht konstanten
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Koeffizienten. Diese DGLs bestehen aus n DGLs fir n unbekannte Funktionen y(x), z(x),
w(Xx), ...
° Gewohnliche nichtlineare DGLs. Sie enthalten die Funktion y(x) und/oder ihre
Ableitungen teilweise als Potenzen oder als andere nichtlineare Ausdrlcke, z. B.
4-y"+3-sin(y")+y*=2
° Systeme gewohnlicher nichtlinearer DGLs
° weitere

- Partielle Differenzialgleichungen fiir Funktionen y(x,t) mehrerer unabhangiger Variablen
X, t usw. Sie enthalten neben der zu ermittelnden Funktion y(x,t) zusatzlich deren partielle
Ableitungen. Auch die partiellen DGLs bilden einige Untergliederungen, die aber hier nicht
genannt werden, weil sie in der beabsichtigten Darstellung zun&chst keine Rolle spielen.

Fir die haufig vorkommende Gruppe der linearen Differenzialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten gibt es in vielen praktisch vorkommenden Fallen geschlossene L&sungen
oder wenigstens geeignete numerische Verfahren. Einige Beispiele werden in den
folgenden Kapiteln behandelt.

17.1 Losungsansatz fur gewohnliche lineare DGLs mit konstanten
Koeffizienten und Anfangsbedingungen fiir x =0

Eine Hauptaufgabe bei der Losung von DGLs ist das Finden geeigneter Losungsansatze. In vielen
Fallen gibt es Uberhaupt keine, dann kann man aber immer noch rein numerische Ldsungen
einsetzen, vorausgesetzt, diese existieren tatsachlich. Die Mathematik gibt in der Form von
Existenzbeweisen oft Auskunft hieriber (bemerkenswerter Weise trift man tatsachlich
Aufgabestellungen an, flir die grundsatzlich keine Losung existiert, was man aber nicht ohne
weiteres von selbst erkennt).

Fur gewodhnliche lineare DGLs mit konstanten Koeffizienten und gegebenen Anfangsbedingungen
y(x=0)=y,
y'(x=0)=y',

USW.

sieht es allerdings gut aus. Zur weiteren Vereinfachung betrachtet man von zum Beispiel
4-y"+3y'+ty=2

zunachst den homogenen Teil, bei dem die rechte Seite den Wert Null hat,
4.y'"+3-y'+y=0

Die einzige Funktion, deren Ableitung wieder sich selbst enthalt, ist die Exponentialfunktion e

Mit ihr 1&sst sich der homogene Lésungsansatz

ax

Ya(x) = A-e™ .

aufbauen. Er enthalt die beiden unbekannten Konstanten A und a. Hat man damit eine allgemeine
homogene Ldsung gefunden, erganzt man die von Null verschiedene rechte Seite der DGL (sie
kann konstant oder eine beliebige Funktion von x sein). Dies ist die inhomogene DGL. Hierzu gibt
es stationare Losungen - auch partikulare Losungen genannt, die entweder konstante Werte
oder selbst variabel mit x sein konnen:
. yq=const (Einsatz bei Schaltvorgéngen in Gleichspannungsnetzwerken mit ohmschen
Widerstanden, Kondensatoren und Spulen)

. Y«=f(X) ( Einsatz bei der Berechnung stationdrer Spannungen und Stréme in
Wechselspannungsnetzwerken).




Dr.-Ing. Wilfried Dankmeier Fachhochschule Frankfurt am Main
Elektro- und Informationstechnik WS 2012/2013 Mathematik I1+1I

Die Gesamtlosung bei gegebenen Anfangsbedingungen besteht dann aus der Summe der
homogenen und der stationaren Lésung:

y = y(X) = yptyg .

17.2 Gewohnliche lineare DGLs 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Von der inhomogenen linearen DGL mit konstanter rechter Seite k
T-y'+y=k
wird zunachst der homogene Teil
Ty'+y=0
behandelt. Der L6sungsansatz
Ya(x) = A-e”
hat die Ableitung
y'.(x) = a-Ae™ .
Einsetzen in obige homogene DGL ergibt
T-a-A-e”+A-e™=0

Die Frage ist, wie die unbekannten Konstanten a und A beschaffen sein mussen, dass diese
Gleichung firalle 0 < Xx < oo erflllt wird. Eine Losung stellt z. B. A = 0 dar. Sie scheidet aber

als trivial (= zu einfach und technisch uninteressant) aus. Die Funktion e®* selbst wird nur flr
X——oo gleich Null, kommt also ebenfalls nicht in Frage. Man kann nun obige Gleichung durch

beide Anteile dividieren und behalt

T-a+1=0 — a = —%
Bei dieser Wahl der Konstanten a, auch Eigenwert der DGL genannt, ist die Forderung fir alle

0 < X < o erfillt, wie man durch Einsetzen feststellt:

T (—%)-A e T+A-e T=0
Der Ausdruck
Ya(x)=A-e T

bildet also eine allgemeine homogene Losung der DGL. Nimmt man nun die rechte Seite mit der
Konstanten k hinzu,

Ty'+y=Kk
dann erfullt auch die stationare Losung
yst = k

die DGL, da die Ableitung Y'q = O ist.

Hinweis: Ist der Koeffizient bei y nicht 1, also
Ty'+b-y=k, b#1 ,dann wird

_b k
“und Yy = —

yn(X)=A-e T b und stellt den allgemeinen Fall dar).
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Die allgemeine Losung ist nun

y(X)=yn(X)+yq=A-e T+k -

Die noch unbekannte Konstante A bestimmt man so, dass die Gesamtlésung auch die
Anfangsbedingung

y(x=0)=Y,

erfullt. Da der Exponentialanteil fir x = 0 den Wert 1 annimmt, ist
A-1+k=y, und A=y,—k

Die Gesamtlosung wird damit

y(x)=(yo—k)-e T+k -
Ein Beispiel hierzu findet man im Aufgabenskript bei der Lésung zu Aufgabe 33.

17.3 Gewohnliche lineare DGLs 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Solche DGLs beschreiben z. B.

« die Schwingungen eines Feder-Masse-Systems (PKW), wenn es zum Zeitpunkt t= 0 durch
eine aulere Kraft belastet wird (Fahrt durch ein Schlagloch)

- den Spannungsverlauf in einem elektrischen Netzwerk mit Widerstand, Spule und
Kondensator (Schwingkreis), wenn zum Zeitpunkt t= 0 eine Gleichspannung aufgeschaltet
wird

siehe auch Kapitel ??7?.
Die allgemeine Form bei einer unabhangige Variablen t ist
A-y+B-y+C-y=D mitA, B, C, D als Konstanten.
Beispiel:
V+4-y+3y=2
Lésung:

1. Aufteilen in die homogene Lésung Y. flr die homogene DGL
j+4y+3y=0
und die partikulare (stationare) Losung Yy, flr die inhomogene DGL
J+4y+3y=2
Grundgedanke dabei: Die Summe y = y(t) = y,+y, muss die DGL erfiillen.
2. Lésungsansatz fir y, : y,=K-e"' .
Damitist y,=K-a-e®* und y,=K-a’e*" , eingesetztin die homogene DGL:
K-a®e*'+4-K-a-e'+3K-e* = K-e*'[a’+4-a+3| = 0

Diese Gleichung muss fir alle t>0 erflllt sein. Da der Faktor K-e¢*' nur flr den Fall
eines negativen Exponenten und t—« gegen Null lauft, muss der Ausdruck in der
eckigen Klammer verschwinden, also

a’+4-a+3=0
Diese quadratische Gleichung hat die beiden Lésungen a12=—2i\/4—3 ,
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Jede Losung erfilllt fur sich die homogene DGL, also auch die Summe:
v, =K, e '+K,e "
Die beiden Konstanten sind vorerst noch unbestimmt.

3. Loésungsansatz fur y, : Da die rechte Seite der inhomogenen DGL eine Konstante ist,
muss auch Y, eine Konstante sein. Mit y,=K; werden die beiden Ableitungen ¥, und
Y, 0und es bleibt nach Einsetzen in die DGL

2
yp:K3=% , damit die linke Seite der DGL den Wert § annimmt.

4. Allgemeine oder Gesamt-Lésung:

y = y(t) = YotYp = K1~e_t+K2~e_3"+§

5. Die beiden unbestimmten Konstanten missen aus gegebenen Anfangsbedingungen
ermittelt werden, z. B. aus

y(t=0)=0 und y(t=0)=0

Diese Anfangsbedingungen ergeben sich immer aus der aktuellen Aufgabenstellung. Z. B. sind in
einem entladenen Netzwerk zum Zeitpunkt t=0 alle Spannungen und Stréme 0. Die Gesamtlésung
liefert wegen e °=1 und e>°=1

y(t=0)=K1+K2+%=O

y(t=0)=—1-K,—3-K,=0

Auflosung dieses LGS ergibt K,=—1 | K2=1§ )

Damit ist die Gesamtlésung vollstandig:

_ _ ettt 2
y = y(t) = 1e e +3_

17.4 Gewohnliche lineare DGLs n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Das Loésungsverfahren folgt immer dem gleichen, bereits im vorherigen Kapitel angewendeten
Prinzip:

« Loésungsansatz fur die homogene DGL aufstellen
« Bestimmung der n Eigenwerte der charakteristischen Gleichung

+ Aufstellen der allgemeinen homogenen Lésung y, als Summe der n Teilldsungen mit den
noch unbekannten Konstanten K, Ko, ..., K,

- Ermitteln der stationaren Losung st
. Ermitteln der aligemeinen Losung  Y(X) = Y, (X)+Y
+ Bestimmung der unbekannten Konstanten K, Ky, ..., K, aus den n Anfangsbedingungen.

17.5 Gewohnliche lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
und nicht konstanter rechter Seite

Ist die rechte Seite eine Funktion von x, z. B.
4-y"+3-y'+y=y-sin(x) ()
dann wirkt sich das zwar nach wie vor nicht auf die allgemeine homogene Lésung aus. Der Ansatz
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fur die partikulare (=stationare) Lésung geht nun aber auch mit seinen Ableitungen ein. Fir obige
DGL eignet sich:

Yo =Ya(X) = B-sin(x+¢) (1)

Mit
y'y = B-cos(x+¢)
y'y = —B:sin(x+¢)
erhalt man

—4-B-sin(x+¢)+3-B-cos(x+¢)+B-sin(x+¢)=y-sin(x) oder
—3-B-sin(x+¢)+3-B-cos(x+¢)=y-sin(x)
3-B-[cos (x+¢)—sin(x+¢)]=y-sin(x) (I).

Dieser Ausdruck muss fur beliebige Werte von x erfillt sein. Man kann daher solche Werte wahlen,
die besonders einfache Ergebnisse fur die weitere Auswertung ergeben.

Fir x = 0 erhalt man:

3:B-[cos (¢)—sin(¢)]=y-sin(0)=0 — cos(¢p)-sin(¢)=0 — tg(p)=1 — ¢=%

Far X=—¢
3:B-[cos (0)—sin(0)]=y-sin(—¢p) — 3-B=y-sin(—¢p)=—y-sin(¢p) — B=—3}Q§
Die stationare Losung ist damit
Yst :yst(x) = _3‘y\/§'3in(x+%>

Das negative Vorzeichen der Amplitude besagt nur, dass die Sinus-Funktion ,umgeklappt‘ oder um
T_pco
-180° phasenverschoben wird. Zusammen mit der positiven Verschiebung um Z=45 ist die

stationdare Lésung also um -135° gegen die anregende Funktion der rechten DGL-Seite
verschoben.

Die Probe ergibt — wieder unter Anwendung trigonometrischer Umformungen - die Giiltigkeit von
DGL (I) — selbst durchfiihren.

Ein weiteres Beispiel wird in Ubungsblatt 06, Aufgabe 2, dargestellt.

17.6 Stationare DGL-Losungen mit Hilfe komplexer Zeigergroen

Ist man nur an der stationaren Lésung einer linearen DGL mit sinusférmiger Anregung (,rechte
Seite“) interessiert, kann man aus der DGL mithilfe der komplexen Rechnung eine algebraische
Gleichung abspalten, die ausschlieRlich die gesuchten GréRen ,Amplitude” und ,Phasenwinkel® in
Abhangigkeit der Frequenz o enthalt. Dieser Weg wird bei der komplexen
Wechselstromrechnung verwendet. Die Grundlage dafur bilden die Eulerformeln der
trigonometrischen Ausdriicke. Fir die Spannung UC=UC(t) gilt bei Reihenschaltung eines
Widerstandes R und eines Kondensators C die DGL:

du
Tyt +Ue=Uq(t) )

Ist die Speisespannung sinusférmig und gegeniiber einem willkirlich festgelegten Nullpunkt t=0
bereits um den Winkel ¢ phasenverschoben, wird sie durch folgenden Ausdruck beschrieben.
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(w-t+¢) (wrt+¢)

_eij
2]

Die stationare Losung U, flr die Kondensatorspannung hat wieder den Ansatz

el

u,(t)=0-sin(w-t+¢)=0-

jo-t+oc) (ot+oc)

_efj
2]

e

U, (t)=10,-sin(o-t+¢c)=0c-

mit der Ableitung

o t+oc) w t+¢c)

ej(“’“%)—i-e_j( g 'w'jej(w“%)—i-e_j(
2 c 2j

Verwendet man nur die komplexen Ausdricke, so wird aus der DGL (1) die Gleichung
j(ot+o)

Ue..(t)=0,-w-cos(w-t+ ¢ )=Uc -

. e _e—j(m~t+¢)
=U-

2j 2j

ej(w~t+¢c)+e—j(m~t+ ) ) ej(m~t+¢c) _e—j(w‘t+q>c)
N +UCOO'
2]

Der Nenner kann gekuirzt werden:
GCw-jT1-m-[ej(“'t+“’°>+e’“‘”'”“’c)]+OCOO-[ej(“'t+“’°)—e’j(“'t+“’°)]:G-[e"(”’”“’)—e"'(“'”“’)]

Gcw.[(1 4 jT1 (D)ej(wt+¢c)_(1 —jT1 (D) e—j(wt+¢c)] =lt|~[ej(m't+¢>—e_j(‘u't+¢)]

(IN)

OCOO.T'] ‘@ J

Die Terme mit e /©t*® sind konjugiert komplex zu denen mit ¢/©**®  man kann sie
weglassen, da sie keine zusétzlichen Informationen enthalten. Dies ist im Ubrigen der Schritt, in
dem man von der bis hierhin insgesamt rein reellen zur komplexen Rechnung ubergeht. Es bleibt
ﬂcw,(»] +iT, U))ej(wH%):O_ei(WHtD)
Der zeitabhangige Teil mit g/®! lasst sich herauskiirzen:
U, (14T, 0)e!*=0-€"* . (Il
Betrag und Phasenwinkel sind links und rechts gleich:
arg[(1+jT1m)ej“’°]:arg[G-ej¢]=¢:¢c+arctg(T1-oo) —  oc=0—arctg(T,w)

. . — N 1 A
‘[0000(1 +iT, (D)e”’c] —[o-e]|=a=0,, 1 HT0f - Ucoo:mu

Damit liegt die stationare Kondensatorspannung als komplexe Zeigergrofie

- - 1 . . 1 .
UCm:UC:ﬁ-qu-ej% in Beziehung zum komplexen Zeiger quﬁ'ue’(b der

Quellenspannung U, vor (man verwendet nicht den Amplituden-, sondern den Effektivwert):
~ 1 ~
= .U
¢ [1+T0)

Wenn wieder die reellen Ausdricke bendtigt werden (was selten der Fall ist), lassen sich
diese durch die rickwartigen Schritte erzeugen.

17.7 Numerisches Ldsen von (fast) beliebigen gewohnlichen DGLs

Bei praktisch vorkommenden Aufgabenstellung lassen sich nur flr die wenigsten
Differentialgleichungen Lésungen in geschlossener Form angeben. Hier helfen Mathematikpakete
wie Scilab, Matlab, Mathematica und andere mit numerischen Verfahren.
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Deren Verwendung setzt aber tiefe und umfangreiche Kenntnisse Uber die Eigenschaften von
DGLs und deren Losungen voraus, wie sie in den vorangegangenen Kapiteln teilweise behandelt
wurden. Andernfalls ist man nicht in der Lage, die Ergebnisse der numerischen Ldsungen
ausreichend sicher auf Plausibilitdt zu prafen und wird zum ,Sklaven®, der den Ergebnissen
ausgeliefert ist.

Uberhaupt bestehen die Ingenieur-Aufgaben darin
- einen technischen Sachverhalt zu verstehen und zu beschreiben
+ eine Losung fur eine Aufgabenstellung anzugeben

« zur Bearbeitung der Lésung gegebenenfalls — und bei umfangreichen Aufgabestellungen
unbedingt - Programme laufen zu lassen, um sich von (stupider) Rechenarbeit frei zu
halten

« die Ergebnisse zu beurteilen.

Fir das kostenfrei installier- und nutzbare Paket Scilab sind im Folgenden einige Beispiele
gegeben. Sie teilen sich immer in zwei Schritte:

+ Formulierung der DGL als programmierte Funktionen
« Ausflhrung der Lésung.
Vielleicht sieht man es am ehesten an einigen Beispiel-Skripten (= ausfiihrbaren Programmen).

17.7.1 Beispiele fiir das numerisches Losen von DGLs erster Ordnung
1) Es soll die lineare DGL erster Ordnung  T,Y+Y=1 numerisch gelést werden.
Dazu wird die DGL nach ihrem Differentialquotienten

y=—y+1
aufgeldst und als Funktion function mit dem Namen f eingegeben. Der Name ist frei
wahlbar. Die Losung erfolgt in einem weiteren Programmteil mit der eigentlichen
Lésungsfunktion ode (=ordinary differental equation) und wird mit der Zeichenfunktion plot
ausgegeben.

Das folgende Skript ( =Programm) tut dies in einer absoluten ,Magerversion“ ohne alle
Beschriftungen und ist daher kein Vorbild, zeigt aber immerhin das grundsatzliche
Vorgehen. Andererseits lasst es sich durch einige Zusatzanweisungen auf Publikationsreife
(Bachalorarbeit) erweitern. Man kann es aus diesem Skript herauskopieren und in das
Fenster Scilab-Notes einfligen — oder eintippen:

Die Angaben hinter dem Doppel-Slash /I sind Kommentare ohne Bedeutung fir den
Programmlauf und dienen nur der Erlduterung.

// Dies ist die Funktion, welche die Gleichung mit der Ableitung enthidilt:
function ydot=f{t, y)

vdot=1/T1*(1-y); // Dies ist die Zeile mit der Ableitung

endfunction

// Hier steht das eigentliche Programm:

clf

TI=1;

y0=-3; // Hier steht die Anfangsbedingung y0 = y(t=0)
10=0; // Die Startzeit
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te=5; // Die Endzeit
dt =0.01; // Die Unterteilung des Zeitbereichs in Schritte der Dauer dt

t=t0:dt:te; // Die Unterteilung von t0 bis te
y=ode(y0,t0,t,f),// Die eigentliche Funktion zum Lésen der DGL in Schritten dt

plot(ty) // Erzeugen eines Diagramms der Losung
xgrid // Einfiigen eines Gitternetzes zum besseren Ablesen

Als Ergebnis erhalt man folgendes Diagramm fur y(t):

2) Nun lassen sich aber auch nichtlineare DGLs I6sen, z. B. T, 'Y+Sin(Y):1
Im obigen Skript wird nur die Ableitung in der Funktion f ausgetauscht:

function ydot=f{t, y)
vdot=1/T1*(1-sin(y));  // Dies ist die Zeile mit der neuen Ableitung

endfunction

Diagramm fur y(t):
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3) Oder T,y+y’=1

function ydot=f{t, y)
vdot=1/T1*(1-y"3); // Dies ist die Zeile mit der neuen Ableitung

endfunction

Diagramm fur y(t):

Es ist sehr nltzlich, alles mal mit Scilab auszuprobieren und eigene DGLs einzubringen, es ist
nicht schwer.

Im Ubungsblatt 07 findet man entsprechende Vorschlage.

17.7.2 Beispiele fiir das numerische Lésen von DGLs hoherer Ordnung

DGLs n-ter Ordnung werden als Vorbereitung fiir das numerische Ldsen in ein System von n
gekoppelten DGLs erster Ordnung umgewandelt: In verschiedenen ingenieurtechnischen
Vertiefungsgebieten (u. a. Nachrichten-, Antriebs-, Energie-, Regelungs-, Maschinen-, Hochbau-
Technik) erfolgt eine eingehende Behandlung hierzu. An dieser Stelle folgen nur einige Hinweise.
Liegt die DGL flir x=x(t) in der Form

x"+a X"V +a-x+a,x=y(t)
vor, kann man sie mit den HilfsgroRen (=Zustandsgrofen) Z, Z, ..., Z; in der sogenannten
Regelungsnormalform als

z(t)=a,x(t)

z,=2,

i2:Z3
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darstellen.

1) Beispiel: X+Xx+x=1 — 2 ZustandsgroBen z; z,

Z1:X Z1:Z2
i22_21 _22+1
x(t)=z,

Skript:

function zdot=f(t,z)
zdot(1) =z(2);
zdot(2) =-z(1)-z(2)+1;
endfunction
clf;
z0=/0,0]";
t0=0;
t=0:0.1:10;
z=ode(z0,t0,t,f);
x=z(1,:) // Zuweisung von z(1) an x(t)
plot(t,x)
xgrid

Diagramm fiir x(t):

2) X+3X+2-x+2-x=1 :3 Zustandsgrofen Zy, Zp Zj
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Skript:

function zdot=f(t,z)
zdot(1) =z(2);
zdot(2) =z(3)
zdot(3) =-2 *z(1)-2 *2(2) - 3 *z(3)+1;
endfunction
clf;
z0=/0,0,0]";
t0=0;
te=20
t=t0:0.1:te;
z=0de(z0,t0,t.f),
x=2%z(1,:)
plot(tx)
xgrid

Diagramm fur x(t):

Dieses Verfahren ist auch fur nichtlineare DGLs anwendbar (probieren!), allerdings bendtigt man
oft weitere Kenntnisse, um brauchbare Ergebnisse zu erzielen.
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18 Skalar- und Vektorfelder

In der Ingenieur-Technik verwendet man zur Beschreibung von raumlichen Werteverteilungen die
Funktionen fir skalare Felder V

V=V(x,y,z)

(z. B. Raumtemperatur an allen Punkten eines Horsaales, elektrisches Potential im Raum
zwischen zwei Elektroden)

oder fur Vektorfelder F
F:[FX(X,y,Z), Fy(X,y,Z), FZ(X,y,Z)]

(z. B. dreidimensionale Magnetfeldvektoren in allen Punkten in und um eine stromdurchflossene
Spule).

Diese Funktionen gibt es auch fur ebene Anordnungen in zwei Raumdimensionen
V=V(x,y)
F=[F.(x,y), Fy(x,y)]

bei Skalar — oder eindimensionalen Feldern auf3erdem fur nur eine Raumdimension
V=V(x)
F=F,(x)

Zur Kennzeichnung charakteristischer Besonderheiten dieser Felder sind die Funktionen
Divergenz div und Rotation rot definiert. Bei skalaren Feldern interessiert aullerdem die Richtung
des steilsten An- oder Abstiegs der Werte im Raum. Hierfur bestimmt den Gradienten grad (z. B.
den Temperaturgradienten Gber einem Landstrich der Erde in jedem Punkt)

18.1 Skalarfelder
Ein Skalarfeld kann z. B. eine Funktion sein, wie sie ahnlich in Kapitel 15 definiert war:
V(x,y) = x*(4-y+1)—sin(y)-e™

Es ist zweidimensional und lasst sich im Gegensatz zu dreidimensionalen Skalarfeldern
unmittelbar als Raumflache darstellen: Jedem Punkt der x-y-Ebene ist Uber die Funktion V
wenigstens ein Punkt der vertikalen Koordinate zugeordnet

Bei dreidimensionalen Skalarfeldern, z. B. V(x,y,z)=x+Yy’+zx , gehort zu jedem Punkt des
x-y-z-Raumes wenigstens ein Punkt der vierten Koordinatenrichtung V, was raumlich nicht mehr
darstellbar ist. Man kann ersatzweise jedoch Raumflachen mit jeweils konstant gehaltener z-
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Koordinate erzeugen und diese dann nebeneinander betrachten, um die Veranderungen zu
sehen.

18.2 Gradientenfelder, Vektorfelder

Im Gegensatz zu Skalarfeldern ist bei einem Vektorfeld jedem Punkt der x-y-Ebene ein
zweidimensionaler Feldvektor F=[F,(x,y), F,(x,y)] zugeordnet. Jede Komponente kann fir
sich eine zweidimensionale Funktion sein. Fur dreidimensionale Felder gilt Entsprechendes:

F=[F.(x,y,2), F,(x,y,2), F.(x,y,2z)]
Ein Sonderfall zwei- oder dreidimensionaler Felder entsteht, wenn die Feldkomponenten als
partielle Ableitungen aus einem Skalarfeld hervorgehen.
oV oV oV
ox’ oy 0z
Hinweis: In der Elektrotechnik ist flr elektrische Felder aus (Spannungs-) Potenzialfeldern ein
negatives Vorzeichen vorgesehen:

oV oV oV
ox’ oy’ 0z

F=gradV(x,y,z)=[

F=—grad[V(x,y,z)}:—[

18.3 Divergenz

Vektorfelder kdnnen in einzelnen Punkten durch Quellen gespeist (vergréRert) oder durch Senken
vermindert werden. Dies lasst sich mithilfe der Divergenz div bestimmen. Sie ist eine skalare
Funktion.

oF, N oF, N oF,

ox o0y o0z

Positive Werte der Divergenz in einem Punkt bedeuten Quellen, negative sind Senken. Ist die
Divergenz eines Feldes in jedem Punkt O,

8FX+6FV+8FZ:
oxX 0y 0z
so liegt ein quellenfreies Feld vor.

div (F)=

div (F)= 0,

Hinweis: In der Literatur werden die Argumentklammern oft weggelassen.

18.4 Rotation

Die Untersuchung eines dreidimensionalen Feldes auf Wirbel erfolgt durch die Bestimmung der
Rotation rot. Die Rotation ist ein dreidimensionaler Vektor:

ot(F] 0= 9F. OF. 0F. oF, oF,
oy o8z’ 0z ox' ox oy

Ist rot(F)=0 , so liegt ein wirbelfreies Feld vor. Gradientenfelder sind immer wirbelfrei.

Hinweis: In der Literatur werden die Argumentklammern oft weggelassen.
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18.5 Nabla- und Laplace-Operatoren
Als abkirzende Schreibweise sind zwei Operatoren definiert.
. Der Nabla-Operator V entspricht dem Gradienten grad: V(V)=grad(V)
+ Der Laplace-Operator entspricht der zweimaligen Ausfilhrung des Nabla-Operators:
A(V)=VV (V)=div(grad(V)|

18.6 Partielle Differenzialgleichungen

Wie bei den gewohnlichen Differenzialgleichungen konnen auch die partiellen Ableitungen einer
Funktion in einer Gleichung verknUpft sein. Hier wie dort ist die Aufgabe, eine Funktion zu finden,
welche diese Gleichung erfullt. Beispiel fur ein dreidimensionales elektrisches Potentialfeld

V=V(x,y,z)=?

2 2 2
A(v):a \£+8 \£+8 \2/20 (raumladungsfreies Gebiet)
ox® o0y° o0z

Dies ist ungleich schwieriger, als das Lésen algebraischer Gleichungen. Nur in Sonderfallen gibt
es solche Losungsfunktionen als geschlossene Ausdriicke. Jedoch lassen sich oft wenigstens
numerische Losungen finden.

Bei technischen Aufgabenstellungen kommen Rand- und/oder Anfangsbedingungen dazu, welche
die gesuchte Funktion zusatzlich erfiillen muss.

Anmerkung: Im vorliegenden Fall gelingt die Losung durch einen Separationsansatz
V=V(x,y,z)=X(x)-Y(y)Z(z)

Hierdurch entstehen aus der einen partiellen DGL drei gewohnliiche DGLs.

(wird fortgesetzt)Zylinder- und Kugelkoordinaten

Die Festlegung eines Koordinatensystems zur Beschreibung technischer Anordnungen mit Hilfe
von Funktionen ist willkurlich und kann unabhangig erfolgen. Oft ist die Wahl kartesischer x-y-z-
Koordinatensysteme zweckmaRig. Bei rotations- oder kugelsymmetrischen Anordnungen
vereinfachen sich die Beschreibungen aber, wenn man Zylinder- oder Kugelkoordinaten-Systeme
verwendet. Alle drei lassen sich dabei ineinander umformen.

18.7 Zylinderkoordinaten

Durch Projektion eines Punktes P(x,y z) im dreidimensionalen Raum auf die x-y-Ebene kdnnen die
x- und die y- Koordinate auch als

x=p-cos(¢) , y=p-sin(¢)
p="C+y* q’:amtg(%)

dargestellt werden. Es entspricht der Komponentenschreibweise bei ebenen Vektoren. - Die z-
Koordinate bleibt unverandert.

Fur rotationssysmmetrische Anordnungen wie Zylinder ist diese Darstellung besonders
zweckmalig, da Koordinaten auf Kreisen um die Drehachse konstante Radien P haben.
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18.8 Kugelkoordinaten

Bei der Darstellung von P(x,y,z) in Kugelkoordinaten ist r der Abstand zum Nullpunkt. Der Winkel

¢ - auch Azimut oder Deklination genannt - bezeichnet den Winkel der Projektion von r in der x-
y-Ebene. r entspricht der geographischen Lange. Der Winkel 0 ist der Winkel des Radius r zur
x-y-Ebene — auch Elongation oder oder Rektaszension genannt. Fur die Erdkugel entspricht er
geographischen Breite.

Die Umrechnung erfolgt Gber
x=r-cos(¢)-sin(6) , y=r-sin(¢p)-sin(0) , z=r-cos(0)

/o, 2 2
=Vx*+y*+z® q>=arctg(% 0=arctg XT_W)

18.9 Beschreibung von Feldfunktionen in Zylinder- oder Kugelkoordinaten

Da in technischen Anordnungen haufig Skalar- und Vektorfelder mit achsenrotations- oder kugel-
symmetrischen Eigenschaften vorliegen, ist es zweckmaRig, die entsprechenden Funktionen in
passenden Koordinatensystemen zu beschreiben, da der Aufwand hierflr geringer ausfallt als in
rechtwinkligen (kartesischen) Koordinaten.

Z. B. fir den Gradienten:

Zylinderkoordinaten: grad(V)=[aV 1.0V avl

dp’ P39’ oz
oV 1 aV 18V
or’ r-sin(@) 09’ r 00

Far Divergenz, Rotation und Laplace-Operator bitte in Formelsammlungen nachsehen.

Kugelkoordinaten: grad(V)zl

18.10 Die Maxwellschen Gleichungen als Beispiel fur Feldfunktionen

In (fast) allen Lehrbichern der Elektrotechnik findet man die genialen 4 Maxwellschen
Grundgleichungen in ihrer differentiellen Form. Zusammen mit zwei Materialgleichungen (Einfluss
von Materialeigenschaften) beschreiben sie alle Zusammenhange der elektrischen Erscheinungen
ruhender Medien in dulierst kompakter Form. Mit

E: elektrische Feldstéarke
D: elektrische Verschiebung oder elektrische Flussdichte
€ elektrische Feldkonstante
€ Dielektrizitatszahl oder Permittivitatszahl
€=€66 . Dielektrizitatskonstante
P Raumladungsdichte
H: magnetische Feldstarke
B: magnetische Induktion oder magnetische Flussdichte
Yo magnetische Feldkonstante
Y Permeabilitatszahl
W=uety Permeabilitat

J: vektorielle elektrische Verschiebungsstromdichte (nicht imaginare Einheit !)
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sind die an - Einfachheit wohl nicht zu Gberbietenden - Maxwellschen Gleichungen (nach James
Maxwell ,1831 — 1879):

divD=p (Raumladungen sind die Quellen der elektrischen Verschiebung)
divB=0 (Magnetfelder sind quellenfrei)
rot E:_Clj_? (statische, zeitunveranderliche elektrische Felder sind wirbelfrei)
D .
rotH =C:j—t +j (Induktionsgesetz)
und die beiden Materialgleichungen:
D=¢E
B=u-H

y

19 Anmerkungen zur Informationstechnik

In Alltag haben wir es fast flachendeckend mit grolen Mengen von Daten in analoger oder
digitaler Form zu tun, die von einem Ort zum anderen Ubertragen und gespeichert werden
massen, z. B. Texte, Bilder, Programme, Musik, Konteninhalte und vieles mehr. Dabei fallen u. a.
zwei Aufgaben an:

- Analyse der Haufigkeit einzelner Daten-Zeichen und Entwicklung von Verfahren, diese mit
moglichst geringem Platz-Verbrauch darzustellen (Kompression).

« Entwicklung von Verfahren, um durch zufallige, unvermeidliche Stérungen verfalschte
Daten moglichst fehlerfrei zu rekonstruieren (Fehlerkorrektur).

Zur Beschreibung der damit gegebenen Zusammenhdnge verwendet die Nachrichten- und
Informationstechnik Begriffe, von denen hier einige Wenige, aber oft Gebrauchte genannt werden.
Dabei handelt es sich allerdings um grob vereinfachende Kurzbeschreibungen. Fir Details siehe
z. B. Wilfried Dankmeier, Grundkurs Codierung, Vieweg-Verlag 2006 (neue Auflage in Arbeit)

Zeichenmenge: Einen Menge endlich vieler Zeichen oder Symbole, mit denen Daten dargestellt
werden konnen, z. B. die Buchstaben und Zeichen eines Alphabets. In der deutschen Sprache
sind es mit Grol und Kleinschreibung, Ziffern und Satzzeichen etwa 80.

Zeichenhaufigkeit: Eine MalRzahl zwischen 0 und 1, mit welcher angeben wird, wie haufig ein
Zeichen im Verhaltnis zu den anderen der Zeichenmenge lber eine groRe Gesamtzahl enthalten
ist. Z. B. kann es sich um das Auftreten des Buchstabens “a“ in der Tagesausgabe einer Zeitung
oder uber alle Ausgaben eines Jahres handeln. Bericksichtigt man etwa nur die Menge aller
Buchstaben ohne Unterscheidung der Grof3- und Kleinschreibung, so ist die Auftrittshaufigkeit fur
,<a  etwa P(a) =0.043.

Wahrscheinlichkeit eines Zeichens: Kann man das Auftreten eines Zeichens nicht vorhersagen,
weil es ,zufallig* auftritt, Iasst sich unter bestimmten Voraussetzungen aber angeben, mit welcher
Sicherheit das Zeichen in einem Datenstrom als Nachstes erscheinen wird. Besteht ein
Datenstrom z. B. nur aus Buchstaben ohne Unterscheidung von Grof3- und Kleinschreibung, kann
man das Zeichen ,a“ in 0.043 aller moglichen Falle erwarten — im Mittel wird also etwa jedes
zwanzigste Zeichen ein ,a“ sein. Es gilt:

0<P(Zeichen)<1

Tritt ein Zeichen nie auf, wird ihm die Wahrscheinlichkeit 0 zugeordnet, Tritt es immer auf, hat es
die Wahrscheinlichkeit 1.
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Entropie H eines Zeichens: Gibt den technischen Informationsgehalt eines Zeichens an. Ein
seltenes Zeichen hat einen hohen, ein haufiges Zeichen einen geringen Informationsgehalt.
Claude Elwood Shannon hat diesen elementaren Begriff prazisiert:

H=—log,|P(Zeichen))

Das negative Vorzeichen stellt sicher, dass die Entropie immer groRer oder gleich Null ist, da es
sich bei der Zeichenwahrscheinlichkeit um eine Zahl zwischen Null und 1 handelt, s. o.

Mittlere Entropie H der Zeichen Z; einer Zeichenmenge mit n verschiedenen Elementen:
Sie gibt an, mit wie vielen Bits ein Zeichen der Menge im Mittel dargestellt werden kann:

H:_§P<Zi)'|ogz(P(Zi))

Diese Angabe ist fur die Datenkompression (LZW, JPEG, MP3 usw.) von Bedeutung, da sie
Auskunft darliber gibt, wie viel Platz im Mittel zur Speicherung oder Ubertragung eines
Datenstroms gespart werden kann.

Verbundwahrscheinlichkeit (wird erganzt)
Bedingte Wahrscheinlichkeit (wird erganzt)

Bayes-Formel (wird erganzt)
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