Dr.-Ing. Wilfried Dankmeier Fachhochschule Frankfurt am Main
Elektro- und Informationstechnik Mathematik |

Mathematik 1 - Ubungsblatt 10
Lésungsvorschlage

Aufgabe 1
Gegeben: y:2-\/§-e*3'3& . Bestimmen Sie die Ableitung.
Produkt- und Kettenregel:

A
Vx

2
3

e ¥y xe . (—3-%- x_s)] (selbst weiter vereinfachen):

N|[—=

=2

Aufgabe 2

2
X

y=e'"

Ableitungen zu: yzz.&,e—?:x ’ y:e4.yw; ,

X

(Anwendung von Summenregel , Kettenregel und Quotientenregel)

y'=2-[%-\/1—X-e_3x+\/5-6_3)(-(—3)] (selbst weiter vereinfachen):

y '=e4'&-(4 (selbst weiter vereinfachen).

<
xl‘_‘

A
2

(selbst weiter vereinfachen).

Aufgabe 3
Maxima, Minima, Wendepunkte, Sattelpunkte von
y=x"—3x*-4x°+1
Zur Lésung:
Fir einen ersten Uberblick kann man sich die Funktion z. B. mit Scilab darstellen lassen:
¥

a0

)
/

oD o 4o gp
K
e

b g0 g B M2

S

4=

Sie weist die 3 reellen Nullstellen (auch mit Scilab) x; =-1.13, x. = 0.57, x3 = 3.99 auf (die restlichen
beiden sind konjugiert komplexe Zahlen).

Die Extremwerte lassen sich aus
y'=5x"-12x°-12x*=0
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ermitteln. Die Nullstellen sind xi, =0, x5 =-0.76, x4 = 3.16.
Bei xs = -0.76 weist die Funktion ein Maximum auf.

Bei x4, = 0 befindet sich ein Sattelpunkt.Der ,gezoomte” Graph stellt dies dar:

Y
/““m_'_':
= _\
, o )
i k)
-1 05 . HEY
! ] \

Aufgabe 4

df(x)
dx

Bestimmen Sie die Ableitungen f'(x)= zu folgenden Funktionen

1E(X):1+In(x)

1+l (x)—x~l
~of(x)= - - 2 = lnif)
f(x)=(tan(3 x—x))’
1

- f'(x):2-tan(3x—n)-m-

oder,da tan(x) periodisch mit 7w ist:

1
_, f'(x)=6-tan(3x)———;
(cos(3x)[?
1 —a-x?
f(x)=—=-€
¥
1 2 — o2
o f'(x)=—-e¥"(-a2x) = —2Va-x-e **
()=l (a2
_ _ . du(t)
und die Ableitungen Uu(t)= prraniE
i-(ot+p) —i-(wt+p)
u(t) = G-cos(w-t+p) = O~(e +2€ ) , i, U, o, B sind Konstanten.

. i(wt+p) - —i-(wt+B) i“(wt+p) —i-(wt+B)
. - [irw-e —i-w-e - e —e . ,
— u(t)zu-( )z—u-w-( 5 )z—u-w-SIn(wt+B)
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U(t)ZUO-ef(a't)-Cos(oot—y) , U, w, ¥y, @ sind Konstanten.

— u(t)=U,|(-a)-e ®.cos(wt—y)—e " (—wsin(ow-t—y))]

— U(t)=—U,e *|a-cos(wt—y)+wsin(wt—y)]

Hinweis fiir Perfektionisten: Der Ausdruck in der eckigen Klammer lasst sich uber trigonometrische
Umformungen noch auf A-sin(wt—y+0) bringen. Einfach mal versuchen ...

Aufgabe 5
Gegeben ist die Funktion y = y(x).
a) Leiten Sie die Funktion g(y)=log.(y) nach x ab.

_dg(y)_dgly) dy_1
dx dy dx vy

b)  Leiten Sie die Funktion y=+/x%*e*sin(x) nach x auf zweierlei Weise ab:

g'(y) y

* Direkt unter Anwendung der Ableitungsregeln
_ 1
2% e%sin(x)
. 1
2.4/ -e™sin(x)

y'(x)=

~x>-e*sin(x)
2
+  Nach Logarithmieren der Funktion g(X)=log.(y) als Zwischenschritt. Hinweis: Hier erhalten
Sie wie in a) einen Ausdruck, der die gesuchte Ableitung y'(x) enthalt und nur noch entsprechend
umgestellt werden muss.

(3-x%e™-sin(x)+x°-4-€*sin(x)+x*e*-cos (x))

y'(x)

3 4+ 4+cotan (x)|-x*-e*-sin(x)

y'(x) .

%+4+cotan(x)

g(y)=1og,(y)=2-log, [x*-e"*sin (x)]=1-(310g, (x)-+4x-+log, sin(x))

. dg(y(x)) _1 . S
gww»;—g;—=;y y'=y-g'(y(x)) (1)
g'(x)=%- %+4+cotan(x)):%' %+4+cotan(x))
Mit (1):
y'=y-g'(y(x)):%- %+4+cotan(x))-y:%- §+4+cotan(x))-\/x3-e4xsin(x)
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Aufgabe 6
Leiten Sie die Funktion h=(2t+1)* nach t auf zweierlei Weise ab:
Direkt unter Anwendung der Ableitungsregein

— Diese Funktion ist vom Typ g(t)=t' . Man formt solche Ausdriicke zundchst nach den
Regeln fir Umkehrfunktionen und den Regeln fir Logarithmen von Potenzen um:

g<t):eloge(t I—e% hier also h(t)=(2t+1 )3t=eloge[(2t+1) ]:e3t~loge(2t+1)

Darauf lassen sich die Ableitungsregel fur die Exponentialfunktion (erster Faktor) sowie die
Produktregel fur den Exponenten (eckige Klammer) anwenden:

C ) &3t10g,2t41) | o 1ol 3. st
h(t)=e [3(Ioge(2t+1)+t T 2)]—(2t+1) 3 Ioge(2t+1)+2t+1]
Allgemein gilt
f(x)=x* — f'(x)=x"(log.(x)+1)

oder noch allgemeiner

f(x)=u(x)"™ - f'<x>=u<x>v<”-(v'<x>-loge<u<x>>+v<x>'fj'((xx)))
* Nach Logarithmieren der Funktion g(t)zln(h) als Zwischenschritt.
Erst wird h(t) logarithmiert
g(h(t))=log, (h(t))=v(t)-log(u(t))=3t-log,(2t+1)

und g nach t abgeleitet

: 2 6t
g(h(t))=3-log,(2t+1)+3t-5=—=3-log,(2t+1)+ -~
A 1 X . : . 6t at
=—h a4 .h(t) =] 2. _ |
Wegen g(t) h (1) (t) erhaltman h(t)=g(t)-h(t)=|3-log.(2t+1 >+—2t—|—’| (2t+1)

Frage: Welche Wege erscheinen lhnen bei den Aufgaben 5 und 6 einfacher?

Aufgabe 7

Gegeben ist die Zeitfunktion x = x(t). Sie ist mit ihrer zeitlichen Ableitung X=X(t) Uber die Gleichung
T, Xx+x=0

verkniipft. T, ist eine Konstante. Ermittelt werden soll ein Funktionsausdruck x(t), der die Gleichung

furalle t=0 erfullt.

k-t

a) Zeigen Sie, dass sich der Ansatz x(t)=e"  mit der zundchst unbekannten Konstanten k

grundsatzlich hierfur eignet.

—  x(t)=k-e""' , die Ableitung enthélt bis auf eine Konstante k wieder die Funktion x(t),

damit wird T, X+x=0 — T1-kék‘+e“=(T1-k+1 |-€=0 prinzipiell 16sbar, da man e unter
einer bestimmten Voraussetzung heraus kirzen kann und eine auflésbare Gleichung Ubrig bleibt.
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Soweit e“'#0Q ist, kann die Gleichung hierdurch dividiert werden.

a) Zeigen Sie, dass dies fir alle t>0 erfillt ist und fiihren Sie die Division aus.

—fir 0<t<oo ist x(t)=e"'>0

(T k+1)-€"
———=Tk+1=0
e
b) Welche Bedingung ergibt sich fur k?
1
K=——
T1

c) Geben Sie nun die Funktion x(t) an.
t

— T,

X(t)=e
Congratulations: Sie haben lhre vermutlich erste Differenzialgleichung gelést!

Aufgabe 8 (Extremwertbestimmung)

Gegeben ist eine Ersatzstromquelle mit dem eingepragten Strom |, und dem ohmschen
Innenwiderstand R; . An diese Quelle soll ein ohmscher Verbraucher R, angeschlossen und so
dimensioniert werden, dass er die maximale elektrische Leistung P,=P,(R,)=P, .« entnimmt. Nach
den Gesetzen der Elektrotechnik berechnet sich die Leistung aus

2 I?v

"(R+R,P
a) Welche Leistungen ergeben sich fir R,=0 (Kurzschluss)und R,— © (Leerlauf)?
P,(R,=0)=0 , P,(R,—0)=0

b) Skizzieren Sie grob den Verlauf P,=P,(R,)
— Wieder gilt: Unbedingt von Hand durchfuhren! Nur Zur Kontrolle Scilab einsetzen:

Elektrische Leistung F'V an RV, UU =10 “olt, RI =20 Ohm

PV=PV(RV)=|3'RV=I§. R

P Watl]

o i 1 i i L i 1 i i
a 20 A0 G0 a0 100 120 140 160 180 200
R, [Ohm]

c) Da die Leistung stetig verlauft und nicht negativ werden kann, muss zwischen beiden Werten
von R, ein Maximum von P, liegen. Dieses ist durch eine horizontale Tangente an

P,=P,(R,) gekennzeichnet. Ermitteln Sie Ort und GroRe dieses Maximums allgemein und fiir
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l,=10[A], R=20[Q]
Kontrollfrage: Was folgt aus der Aussage ,horizontale Tangente” fir den Wert der Ableitung?
de_UZ (Ri+Rv)2_Rv'2'(Ri+Rv)

— =U,

P, (R+R,)’
Wegen R>0 istauch (R+R,)>0 und der obige Ausdruck kann gekiirzt werden:
de 2 (Ri+Rv)_2'Rv
P, " (RHRF

Die Ableitung wird 0, wenn der Zahler 0 ist. Das wird fir R,=R; der Fall, R,=20[Q] . Die der
Quelle maximal entnehmbare Leistung ist also
R Uy 100

Pumax =P, (R)=Us————=—0 =
max =Pu(R) “(R+R)}? 4R, 80

[Watt]=1.25[ Watt|

Technisch bemerkenswert: In der Quelle wird die gleiche Leistung erzeugt wie am Verbraucher.

Aufgabe 9 (I'Hospital-Regel)
Beseitigen Sie die Unbestimmtheitsstellen

_sin(x)

a) beix=0 in vy
X

y(0) — % unbestimmt!

im sin(x) _ im cos(x) _ 14
x—-0 x—0 1 1
. . _In(sin(2x))
b) bei x=0 in y_—ln(sin(x))
y(0) - =% unbestimmt!
2-cos(2x)
In(sin(2x)) . sin(2x) . 2-cotan(2x) .
a0 In(sin(x)) IXIT) cos(x) IXIT) cotan(x) ~ *® unbestimmt!
sin(x)

Die I'Hospitalregel muss nochmals angewendet werden:
—1

9. —
2-cotan(2x) _ im [sin(2x)° _ im2. [sin(x)f _ lim 2. 2-sin(x)-cos(x) _ ., sin(2x)
x—0 cotan(x) X0 —1 0 [sin(2x)}  x-o 2-sin(2x)-cos(2x)  x~o  sin(4x)
[sin(x)f
. sin2x) _ 0 .
IXIT)Z sin4x) ~ 0 unbestimmt!
... und nochmal:
. sin(2x) _ 2-cos(2x) _ 1 _
M2 sn(dx) ~ M2 cos(dx) ~ 1 |
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c) bei *X=35 in y=(mr—2x)-tan(x)
y(3) = 0 ynbestimmt!
Umwandeln in:
__tan(x) < "
y 1 — Y(E) ~ % unbestimmt! (selbst durchfiihren)
(m—2x)
D oy= - _x 1
d) bei x=1 N y=-—3 in (x)
y(1)=0—o unbestimmt!
x:In(x)—(x—1)

Umformenin y=

olo

x—17n(x) — Y{1)=g unbestimmt!

(selbst durchfiihren, Ergebnis — % ).
e) bei x=0 in y=x"
y(0)-0° unbestimmt!
Hier hilft es, den Wert von Y =In(x")=x:n(x) zu betrachten. Dann wird
Y =In(x*)=0In(0)- 0-—~ ebenfalls unbestimmt!
1

| 1
iim xein(x) = tim P2 _ i X~ im (—x)=0 pestimm!
x—0 x—0 l x—0 _l x—0

X x?

Die Funktion Y (nicht y) hat also fir x=0 den bestimmten Wert Y (0)=0 an. Gefragt ist allerdings
y(0) .Wegen y=e" — y(0)=e"(0)=1 bestimmt!

Aufgabe 10 (Reihenentwicklung)

Entwickeln Sie die Funktion y=sin(x) bis zur 7-ten Potenz in eine Taylorreihe um die Punkte
a) x=0

y(x)=%+ y'1(!°).(x—o)+ A () IV Y A ) O

cos(O).X+ —sin(0) , cos(0) s

y(x)=sin(0)+ 11 o X 3

3 5 7
X X X

y(x)zx_§+§_ﬁ+'” (Vergleichen Sie dieses Ergebnis mit dem aus einer Formelsammlung)

<
w(a
<
w(a
<
wla
N
<—
El

_.(X_%)SJF___ (selbst weiterfuhren)

Aufgabe 11 (Reihenentwicklung)

Seite 7 von 8




Dr.-Ing. Wilfried Dankmeier Fachhochschule Frankfurt am Main
Elektro- und Informationstechnik Mathematik |

Entwickeln Sie die Funktion y=arctan(x) bis zur 5-ten Potenz in eine Taylorreihe um die Punkte
3 5
a) x=0 (selbst durchfiihren, Ergebnis: y(x)=x—L+X€—... )

b) X :% (selbst durchflihren)
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